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  附錄二

 
 

純粹數學科課程及評估指引(高級程度)  

與 
中學課程綱要–純粹數學科(高級程度)1992 

內容對照   
 
 

  本 純 粹 數 學 科 課 程 及 評 估 指 引 (高 級 程 度 )是 由 一 九 九 二 年 編

訂 之 中 學 課 程 綱 要 純 粹 數 學 科 (高 級 程 度 )修 訂 而 成，主 要 是 刪 除 或

減 少 其 中 一 些 課 題 。 為 方 便 教 師 參 考 ， 這 些 課 題 以       方 格 覆

蓋 。 說 明 及 備 註 則 列 於       方 格 內 ， 讓 教 師 較 易 掌 握 教 學 的 內

容 和 深 度 。  

 

 
 

 

  

3. 課  程 
單元 A1：數學語言 
特定目標： 
(1) 理解基本的集合語言。 
(2) 理解基本邏輯。 

內容 時間 
分配 

教學建議 

 
1.1 集合語言 
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  有關本節需要引入的基本術語包括集、元素、子集、母集、冪集、空集、等集、不

相交的集、全集、交集、併集、餘集和積集等。在引入上列的概念時，手法毋須過於嚴

謹，惟教師宜於施教時能廣泛採用多樣化的簡單而實質的生活化例子來支援教學。有關

的常用符號和記號亦應加以說明。以下是一些參考資料： 

(1) 一般來說，集是用大字母來代表的而小字母則代表元素。以下是一些常用的數

集及其代表符號： 
    自然數集  N 
  整數集   Z；I 
  有理數集  Q 
  實數集   R 
  複數集   C 

 
(2) 集通常可用表列式 (即表列其所有元素) 

如 A = { 2, 4, 6, 8, 10}     或命題式 { x：p(x) } 
如 A = { x：x ≤ 10，x 為正偶數} 來表達。 

 
(3) 在講解有關交集、併集和餘集的課題時，教師可引入一些有關的簡單而直接的

運算法則和借助范氏圖所提供的直觀了解來說明一些概念如「交換的」、「結合

的」和「分佈的」等。 

11

1.2 基本邏輯  5      在本節需要引入的基本術語包括語句 / 命題、真值、合取、析取、否定式、條件式

和雙條件式、等價句語、等價、蘊合式、量詞、例及反例。至於透過運用真值表來闡釋
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內容 時間 
分配 

教學建議 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

上列的連詞是一可行的辨法，惟在講解條件式和雙條件式時，重點的説明宜置於「若且」

及「若且僅若」的形態，務使學生能充份掌握這兩種廣泛出現於數學研習中的概念。在施

教時，教師應提供足夠的相關的生活化事例以助説明，而學生亦應能相對地提供例子以

強化學習。整體來説，以課堂的討論形式來引入這些概念的方法比透過純理論的分析方

法更為值得注重。 

  為着加強學生對於「充份條件」、「必要條件」和「充要條件」的認知，教師宜就下開所

提供的兩命題例子與學生作課堂的討論和探索，從而了解何種條件適用於該等例句中：

(1) x 和 y 均為整數；xy 為整數。 
(2) x 和 y 均為偶數；x + y 為偶數。 
(3) x 和 y 均為偶數；x + y 及 xy 均為偶數。 
(4) 方程 ax2 + bx + c = 0 有等根；b2−4ac = 0  

再者，教師亦應將 
 ( ) ( )p~ q~qp →≡→ （逆反命題） 

的意義運用上列的例句詳加説明和演繹。同時亦可提供一些運用反證法(歸謬法)的論證

來作示範，以資鞏固。其中證明 2 為無理數者尤為常用的例子。  

  

10 
 

12  

   
 

    

 單元 A2：函數 
特定目標： 
1.   將函數作為學習其他數學單元的基本工具。 
2.   繪畫及描述不同的函數。 

 
內容 時間 

分配 
教學建議 

13 

2.1    函數及其圖像 
 
 
 
 
 
 
 

2.2    函數的性質及運算 
 

 
 

 
2 

 

 

 

 

4 

 
   應教導學生認識清楚函數的定義，但函數的嚴格定義可不需深究，並可採用下列方

式來説明函數的定義： 
  BA:f → ，f 為一由 A 至 B 的函數 

 
假若 A 集中的每一元素均以某種方式匹配 B 集的唯一元素。A 集稱為 f 的定義域，B 集稱

為 f 的值域。因函數 f 關係而對應於A集中元素 x 的 B集元素，通常用 f(x)表示，並稱為 x
在函數 f 下的像。f [A]則稱為 A 集在函數 f 下的像點集。在此，真值函數的意義須特別強

調，因為它們在本課程的其他單元中有廣泛使用，學生並須懂得如何繪畫函數的圖像。  
 
  學生應該清楚知道內射、滿射和對射函數的定義，並能將它們分辨和將它們應用於

解答有關問題。教師可採用下列提供的方法： 
        函數 BA:f → 為 
 

(i) 內射(一個對一個)若且僅若對集 A 中的元素 a1、a2，a1 ≠ a2 蘊涵 f(a1) ≠ f(a2)，或

者等價地，f(a1) = f(a2) 蘊涵 a1 = a2； 
(ii) 滿射若且僅若 f[A] = B； 

( B 集之中的每一元素均為 A 集之中某一元素的像點。) 
(iii) 對射(一一對應)若且僅若 f 為一內射和滿射函數。 

 
此時，教師應該已替學生在反函數 f−1 的定義做好了預備，並可以推論出下列性質： 
f 為一對射函數若且僅若其反函數 f−1 存在。 
 
再者，函數與其反函數(如存在的話) 的圖像僅為直綫 y = x 上的反射。這個性質應利

用足夠的例子來加以説明。 
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內容 時間 
分配 

教學建議 
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  學生應懂得分辨奇函數、偶函數、週期函數、遞増和遞減函數。對於這些函數，應

給予學生清楚的定義。至於遞増和遞減函數的定義，在未曽學習微分法之前，可採納以

下提供的定義： 
(i) f(x) 為一遞増函數(嚴格遞増)若且僅若 x2

 > x1 蘊涵 f(x2) ≥ f(x1) ((f(x2) > f(x1))；
(ii) f(x) 為一遞減函數(嚴格遞減)若且僅若 x2

 > x1 蘊涵 f(x2) ≤ f(x1) ((f(x2) < f(x1))。

 f(x) 是嚴格遞増 f(x) 是嚴格遞減 
 

        
  這些性質對繪畫曲綫和計算定積分均甚為有用。 

 
  對於函數的運算，教師應與學生討論下列各點：設 f、g 為函數，則 f +g、f −g、f × g
及 f/g (在考慮範圍下的所有 x，g(x) ≠ 0) 均為函數。 
   
  至於複合函數，因為它們在微分學中對學習鏈式法則極為重要，故需要給予學生足

夠的例子，以便他們能夠掌握複合函數的概念。教師可引用以下例子，並列舉其他真值

函數的例子作為解釋。 
 
  若函數 BA:f → 及 CB:g → 則 f 與 g 的複合函數為 CA:fg →o 及對 A 集內所有元素

x， ))x(f(g)x(fg =o 。 

    

內容 時間 
分配 

教學建議 
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2.3     代數函數 
 
 
 
 
 
 
2.4     三角函數及其公式 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 

 
 
 

 
 

 
14 

 
  學生應對下列的代數函數有所認識： 

(a) 多項式函數； 
(b) 有理函數 ； 
(c) 冪函數 xα

，其中α 為有理數； 
(d) 由上述各函數的加、減、乘、除和複合而成的其他代數函數、例如 1x 2 + 。

 
  學生應懂得繪畫六個三角函數及其反函數的圖像。下列有關三角函數的基本關係應

與學生詳細討論： 
  sin2 θ +cos2θ = 1 
   tan2 θ +1 = sec2 θ  
   cot2 θ +1 = cosec2 θ 

學生並應懂得三角函數在 ±
2

n( π
θ )時的化簡 (當 n 為奇數或偶數)。其餘有關的應用和

公式亦應一併教授。 
 

(1) 複角公式 
BsinAcosBcosAsin)BAsin( ±=±  
BsinAsinBcosAcos)BAcos( m=±  

tanAtanB1
tanBtanAB)tan(A

m
±=±  
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內容 時間 
分配 

教學建議 
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(2) 倍角公式 

AcosAsin2A2sin =  

AsinAcosA2cos 22 −=  

   1Acos2 2 −=  

   Asin21 2−=  

Atan1
Atan2A2tan 2−

=  

Asin4Asin3A3sin 3−=  

Acos3Acos4A3cos 3 −=  

Atan31
AtanAtan3A3tan 2

3

−
−=  

 
(3) 半角公式 

)Acos1(
2
1

2
Asin2 −=  

)Acos1(
2
1

2
Acos2 +=  

2t1
t2     Asin

+
= ； 2

2

t1
t1Acos

+
−=  

  其中
2
Atant ≡  

 
(4) 和及積公式 

2
BAcos

2
BAsin2BsinAsin −+=+  

2
BAsin

2
BAcos2BsinAsin −+=−  

2
BAcos

2
BAcos2BcosAcos −+

=+  

   

內容 時間 
分配 

教學建議 

17  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.5    指數函數及對數函數 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
2

ABsin
2

BAsin2BcosAcos −+
=−  

    ))BAsin()BA(sin(
2
1BcosAsin −++=  

    ))BAsin()BA(sin(
2
1BsinAcos −−+=  

    ))BAcos()BA(cos(
2
1BcosAcos −++=  

    ))BAcos()BA(cos(
2
1BsinAsin +−−=  

 

  其實；大部份公式均為基本定義的引申，故此教師應鼓勵學生將它們證明出來，並

討論將數式 a cos x + b sin x 轉變為 r sin(x +α) 或 r cos(x +β)的方法。將上述各個公式應

用在恒等式的證明和計算三角方程式的解亦應包括在課程內。 
 
  學生應對指數函數和對數函數之間互為反函數的關係有所認識。對數的定義需加以

温習： 

  yxloga = 若且僅若 yax = 其中 a > 0 和 a ≠ 1。 

對於包含有變數 x 的對數函數，學生應知道它們其實祇是 logx 或函數 f(x)的對數函數而

已。例如： 2
10 )x(log 和 )xtan1(loge + 等。 

對數函數的一些特性應加以學習。 
  設 xlog)x(f a= ，其中 a > 0 和 a ≠ 1； 

(i) f(x) 衹在 x > 0 上能夠定義； 
(ii) 當 a > 1 時，f(x)是一遞増函數，而當 0 < a < 1 時，f(x)是一遞減函數； 

(iii) 當 b、c > 0 及 1b ≠ ，
alog
clogclog

b

b
a = ； 

(iv) 1alog)a(f a == ； 

(v) 01log)1(f a == 。 
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內容 時間 
分配 

教學建議 
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    對於指數函數，應教導學生相應的處理方法。設 a 為一正常數和 x 為一變數，則函數

ax 為一指數函數。其特性為： 
  設 f(x) = ax   其中 a > 0 和 1a ≠ ， 

(i) f(x) 對所有實數均可定義； 
(ii) 當 a > 1 時，f(x)為遞増函數而當 0 < a < 1，f(x)則為遞減函數； 

(iii) f(0) = a0 =1。 
  學生應懂得繪畫下列圖像： 

(i) 對數函數 
  xlog)x(f a=   當 a > 1 和 0 < a < 1 

(ii) 指數函數  當 a > 1 和 0 < a < 1 

  在此時，教師可引領學生去擴闊他們在對數函數和指數函數的認識。 

(i) e
x
1

1lim
x

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→
 

(ii) ( ) eh1lim h
1

0h
=+

→
和 

(iii) dt
t
1xlog

x 

1 
e ∫= 。 

［請注意 (iii) 僅為對數函數的另一定義而已， xloge 可寫為 xnl ］ 
對數函數和指數函數的性質應予討論。  
 對數函數 xlog)x(f a=  其中 a > 0， 1a ≠ ， 

(i) )xy(f)y(f)x(f =+  

(ii) )
y
x(f)y(f)x(f =−  

(iii) )x(nf)x(f n =  
 
 
 

 

 

內容 時間 
分配 

教學建議 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
指數函數 xa)x(g =  其中 a > 0 

(i) )y(g)x(g)yx(g ⋅=+  

(ii) 
)y(g
)x(g)yx(g =−  

(iii) n))x(g()nx(g =  

至於函數 xe 和 xnl 在學習數學時的重要性應加以指出。 

 

  
28 
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單元 A3：數學歸納法 
特定目標： 

1. 理解數學歸納法原理。 
2. 運用數學歸納法原理證明有關正整數的命題。 
3. 能修改數學歸納法原理以適合不同的需要。 

 

內容 時間 
分配 

教學建議 

 

 
 3.1    數學歸納法原理及其應用 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
6 

 
  作為一簡單介紹，教師可要求學生考慮 
                1 = 1 
              1 + 3 = 4 
             1 + 3 + 5 = 9  

      ………….……… 
      ………….……… 

去推測首n個奇正整數之和的公式。建立了命題 1 + 3 +5 + . . . + (2n − 1) = n2
之後，學生

在引導下應能理解到若僅驗證了有限次，他們還不能肯定此命題的一般正確性。教師可

隨即示範利用數學歸納法去證明上述命題。 
 
  教師宜明確地將數學歸納法原理寫在黑板上，並可利用骨牌遊戲去幫助解釋其原

理： 

 

 

內容 時間 
分配 

教學建議 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 6  
 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2    數學歸納法原理的其他常見形

式及  

其應用 
 

 

     不包括 反向歸納法 

 12  
 11 

  教師應舉不同例子示範數學歸納法之應用，例子宜包括級數和、整除性及一些不等

式的證明。數學歸納法原理在不同情況下有不同的變更。教師可用例子説明去證明命題

一定要同時滿足數學歸納法的兩個條件，缺一不可。其他應用包括證明： 
(i) 正整指數的二項式定理 

(ii) 棣美弗定理，其中 n 為正整數 
(iii) 一些和行列式及方陣有關的命題 
(iv) 萊布尼茲定理及一些和 n 階導數有關的命題 

 
  作為較深入的研究，教師可以和學生討論一些需要用歸納法的其他形式之情況。 
例： 

nn yx + 可被 x + y 整除，其中 n 為奇正整數。 
例： 
斐波那契序列定義如下： 
       0a0 = ， 1a1 =  

    n1n1n aaa += −+ ，其中 n 為自然數。 
  證明 

         
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +=
nn

n 2
51

2
51

5
1a 。 

 
  教師應指出有必要修改數學歸納法原理才能證明上述兩例子。教師宜討論一些以遞

推公式定義的序列例子。 
 

21 
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單元 A4：不等式 
特定目標： 

1. 學習不等式的基本性質。 
2. 證明簡單絶對不等式。 
3. 解簡單條件不等式。 

 

內容 時間 
分配 

教學建議 

22 

 
4.1     絶對不等式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.2  .M.G.M.A ≥  
 
 
 

4.3  柯西──許瓦爾茲不等式 
 

 
6 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

4 
 
 
 

3 

 
  學生應能正確地運用符號 a > b 及 a ≥ b。教師應和學生温習不等式的基本性質，其中

應包括 

(i) 對一任意實數 x， 0x2 ≥  

(ii) 若 a > b > 0 及 n 為一正整數，則 nn ba > 及 nn ba >  
(iii) 若 a > b > 0 及 x > y > 0，則 ax > by； 

惟無須涉及這些基本性質之嚴謹證明。學生應能從這些基本性質推算出簡單的絶對不等

式。處理絶對不等式的證明，教師可強調以下的技巧： 
例： 

證明 21 EE ≥  
證： ......EE 21 =−  
           ......=  
           ......=  
           0≥  
  21 EE ≥∴  
 

     作為 .M.G.M.A ≥ 的初步認識，教師可提供最多至四個變數的證明，而不強調此定

理的一般性證明。若有需要，教師可用反向歸納法去證明此定理。學生須要懂得如何運

用此結果至 n 個變數。 
 
 學生應理解二次式 ax2 +bx+c 恒為正數的充要條件為 a > 0 及 b2 − 4ac < 0，並應能利

用此結果去解如「若 cx2 +4x+c+3 恒為正數，其中 x 為實數，求 c 之範圍。」的問題。柯

西── 許瓦爾茲不等式可從上述結果證明。 

    

內容 時間 
分配 

教學建議 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.4  絛件不等式 

20 

 
  n = 2 的柯西── 許瓦爾茲不等式的幾何意義可從坐標平面得出。 

cos θ  =
OBOA2

ABOBOA 222

⋅
−+  

      = 
[ ]

2
2

2
1

2
2

2
1

2
22

2
11

2
2

2
1

2
2

2
1

bb  aa2

)ba()ba()bb()aa(

++

−+−−+++
 

      = 
2

2
2

1
2

2
2

1

2211

bbaa

)baba(

++

+  

cos2 θ =
)bb)(aa(

)baba(
2

2
2

1
2

2
2

1

2
2211

++
+                         

因為 cos2 θ  ≤ 1，                            
     )bb)(aa()baba( 2

2
2

1
2

2
2

1
2

2211 ++≤+∴   
學生應能應用此不等式去解有關的簡單問題。 
 
  學生宜温習實綫上的區間概念。實數的絶對值的定義及性質應予討論。學生應能解

綫性不等式、一元二次不等式及一元高次不等式。教師應和學生討論含有絶對值的不

等式解法，例如  ⏐a x 2 + bx + c⏐ ≥ d， ⏐x−a⏐+⏐x−b⏐  ≥  c  及 ( x−a )  ⏐x−b⏐≥  c。  教

師亦應對如 0
)x(Q
)x(P ≥ 形式的不等式加以討論，其中 P(x)及 Q(x)均為多項式。上述不等式

的複合不等式亦應給予指導。 
 

23 
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單元 A5：正整指數的二項式定理 
特定目標：  

1. 學習及應用正整指數的二項式定理。 
2. 學習二項式定理係數的簡單性質。 

 

內容 時間 
分配 

教學建議 

 

3 
 
 
 
 

5 
 
 
 

5 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
5.1 正整指數的二項式定理 

 
 

 

 
5.2  正整指數的二項式定理的應用   

 

 
 

5.3 二項式係數的簡單性質 

 

 

 

 

 

 

 

13 

 
  學生應學習如何求 n!及 n

rC 的值。正整指數的二項式定理可用數學歸納法證明。涉及

n
rC 符號的討論只限於作為二項式定理係數之用。教師可指出帕斯卡三角形及二項式定理

係數 n
rC 的關係。學生並不須要學習一般二項式定理。 

 
 學生應能利用正整指數的二項式定理展開有關的數式。教師應指導學生如何求二項

展式中某特殊項或某特殊項的係數。學生亦應能求出二項展式中的最大項和最大係數。

近似值的應用亦可予以討論。                                                   
 

  學生應知道 n
rC 及 )(n

r 均可用作二項式定理係數的符號。討論宜包括二項式係數的簡

單性質及二項式係數的關係如 
 
 nn

n
n
2

n
1

n
0 2   C     ...  C     C       C =++++ ； 

 
2n

n
2n

2
2n

1
2n

0 )(...)()()( ++++ =
2)!n(
)!n2(   

及其他類似關係。 
 
註：排列及組合可以用來引入二項式定理，但有關排列及組合的問題並不需要。學生學

  習微積分後，教師可引入涉及應用微分和積分的二項式係數問題。 
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單元 A6： 多項式及方程 
特定目標： 

1. 學習單變量的實係數多項式的性質。 
2. 學習除法算式、餘式定理和歐幾里德算法與及它們的應用。 
3. 分解有理函數為分項分式。 
4. 學習單變量的實係數多項式方程的根的性質。 
 

內容 時間 
分配 

教學建議 

25 
6.1      單變量的實係數多項式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 . 2    有 理 函 數  
 

 
5  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4  

 
  學生應學習單變量的實係數多項式的一般式和下列各項名稱： 
非零多項式的次、首項係數、常數項、首一多項式、零多項式。 
 

  學生亦應學習兩多項式的等式、和、差及積。 

  由定義可知，對非零多項式 f(x)、 g(x) 
  deg {f(x) g(x)} = deg f(x) + deg g(x)  
 和deg {f(x) + g(x)} ≤ max {deg f(x)，deg g(x)}。 

  應定義兩非零多項式的最高公因式 (G.C.D. 或 H.C.F.)。 
 
  學生應清楚除法算式和歐幾里德算法的分別。由除法算式可證明餘式定理，因學生

在中學時巳學習餘式定理，固教師可給予較深的題目。歐幾里德算法是求兩多項式的最

高公因式的一種方法，教師應給予學生練習一些求兩多項式的最高公因式的題目。. 
 
  應首先定義有理函數。學生可能初次接觸分項分式，教師可引用一簡單例子，如 
 

1x
1

x
1

)1x(x
1

+
−=

+
。 

x
1  和 

1x
1
+

稱為分項分式。 

 
  教師應清楚説明分解真有理函數為分項分式的法則，並舉例説明。應舉例強調及説

明，若一有理函數為假有理函數時，應先將它表為一多項式及真有理函數的和。 
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內容 時間 
分配 

教學建議 
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6.3     單變量的實係數多項式方程  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6  

  學生應學習分項分式的應用。 
例： 

1. 表 3

2

)2x)(1x(
9x8x

−+
+− 為分項分式。 

2. 分解
)ax)(ax(

x
22

4

+−
為分項分式。 

3. 計算 ∑
= +

n

1r )1r(r
1 的值。 

對於二次方程 0cbxax2 =++ )0a( ≠ 與及它的根α、β，學生應熟悉下列關係： 

α +β =
a
b

− ， αβ =
a
c

。 

對一般 n 次多項式方程， 
      001

1
1 =++++= −
− axa...xaxa)x(f n

n
n

n  

   或 0xa
n

0k

kk =∑
=

， 

下列定理給出係數與根的關係： 
  若 α 1 ，α 2 ，…，α n  為多項式方程 f(x) = 0 的根，則一切可能的 k 個根α j  (k = 1，2，

. . .，n) 的乘積的和 Sk 等於 

     
n

knk
a

a)1( −− ， 

即是，如 f(x) = an (x –α 1 ) (x –α 2 )… (x –α n ) 

則 S 1 =α 1 +α 2 +  …+α n  =
n

1n

a
a −−  

   S 2 =α 1α 2 +  α 2α 3 +…+α n - 1α n  =
n

2n

a
a −  

   S 3 =Σα 1α 2α 3 =
n

3n

a
a −−  

    

內容 時間 
分配 

教學建議 

  

 
     …………………………… 
     …………………………… 

 S n =α 1α 2  …α n =
n

0n

a
a

)1(− 。 

   學生應仔細學習下列性質： 
(i) 非零多項式的相異根的數目小於或等於多項式的次。 

(ii) 若一個整數係數多項式方程的根為有理數
q
p

，其 p 和 q 是互素的整數，則 p 整

除多項式的常數項，而 q 整除多項式的首項係數。 
(iii) 多重根的條件： 

x = α 是多項式方程 f(x) = 0 的多重根的充要條件是 f(α) = 0，且α是方程 f ' (x) = 0
的根，其中 f ' (x)是 f(x)的導數。 
 
以下是較為一般的形式： 
對於正整數 k，α是方程 f(x) = 0 的 k + 1 重數根當且僅當 f(α) = 0 ， 並且α為

f ' (x) = 0 的 k 重數根。 
    和 
α為方程 f(x) = 0 的 k+1 重數根當且僅當α為下列方程公根：                 
        f(x) = 0， 
    f ' (x) = 0， 
      M  

    0)x(f )k( =  

但α 不是 0)x(f )1k( =+ 的根。 
 

註：以共軛偶出現的複數根會在單元 A10 複數中學習。  
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單元 A7：R2 及 R3 的向量 
特定目標： 

1. 學習 R2 及 R3 的向量運算。 
2. 理解向量的綫性相關及綫性無關的概念。 
3. 向量在幾何問題上的應用。 

內容 時間 
分配 

教學建議 
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7.1    向量及純量的定義 
 

 

 

 

7.2    向量的運算 
 

 
1 

 
 
 
 
 

7 

 
  教師應在此單元開始時對學生解釋向量及純量的分別和介紹表示向量的圖解及寫

法。現行的向量記法（如 AB 、AB、 ar 、a）及向量大小的記法（如 |AB| 、|AB|、
|a| r 、|a|）都應教授。下列各項 ： 零向量、單位向量、等向量、負向量、共綫向量

及共面向量亦應定義。 
 
  學生應認識向量加法定律〈即三角形定律、平行四邊形定律及多邊形定律〉，向量減

法及純量乘法。 
 
(i) 三角形定律 

 

 
 

 
ACBCAB =+  

或 

cba =+  

                                                                            
  當使用此定律求 a + b 時，教師須指出向量 a 的終點應與向量 b 的始點重叠。亦

應讓學生注意當 A、B 及 C 點共綫時，此定律仍然適用。 

    

內容 時間 
分配 

教學建議 
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 (ii) 平行四邊形定律 
 

 

ADBCAB =+  
或 

cba =+  

                                                                             
  同樣地，教師應提醒學生向量 a 及 b 的始點應重叠，而在上兩圖中 c 可視為 a 及 b
的向量和。三角形定律和平行四邊形定律的等價性是值得討論的。 

 
(iii) 多邊形定律 

 

AFEFDECDBCAB =++++
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內容 時間 
分配 
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  向量代數定律如交換律、結合律和分配律應介紹給學生認識。下列各圖有助解釋各

性質。 

(a) 加法交換律： abba +=+  

       
 
(b) 加法結合律： )cb(ac)ba( ++=++  

       
 
(c) 純量乘法結合律： 

    )a (a)( βααβ =  
  純量乘法分配律： 

    
( ) a a a 

b a   )b a( 

βαβα

ααα

+=+

+=+
 

  明白純量乘法概念後，學生應不難得出 : 

     若 b a α= ，其中 a 及 b 為非零向量而α為一些純量，則 a 與 b 是平行向量。 

    

內容 時間 
分配 

教學建議 
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學生應清楚在 R2 及 R3 中將向量分解為分量及以分量和表示另一向量的方法。R2 中的向

量分解可以下列例子介紹。在第一個例子中，向量 r
r

 分解為兩個分別在方向 a 及 b 的

向量 5 a 及 4 b ，由此可推廣至 R2 中 bar βα += ，其中 a 及 b 為不共綫向量和在 R3

中 cbar γβα ++= ，其中 a
r

、 b
r

及 c
r

為非共面向量和α、β及 γ為純量。 
 
例： 
1. 

 
 

2.

 
 
  再者，教師應和學生討論以向量分量表向量的純量乘法、加法及減法。 

 



  46  表示刪去的內容

 
 

內容 時間 
分配 

教學建議 
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7.3    於直角坐標系中的向量分解 
 

 
2 

 
  教師應詳細解釋 i 、 j 及 k 分別是在正 x－軸、 y－軸及 z－軸的單位向量和在 R2

及 R3 中任一向量可用 kcjbia
rrr

++ 表示。              
 

  學生須認識以 i
r

、 j
r

和 k
r

表示的向量的性質： 

(i) 222 cbakcjbia ++=++
rrr

 

(ii) 若 222111 c:b:ac:b:a = ， 

則向量 kcjbiar 1111
rrr

++= 與 kcjbiar 2222
rrr

++= 平行。                   
        

  再者，教師應用圖解釋向量 r
r

的方向比、方向餘弦及方向角。下列性質亦應加以討

論。 
(i) 1coscoscos 222 =++ γβα  

(ii) k cosj cosi cos
r
r rrr
r

r

γβα ++= 。 

          

   

內容 時間 
分配 

教學建議 
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7.4    向量的綫性組合 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

7.5    純量 (點) 積及向量 (叉) 積 
 

 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 

 
  教師應說明下列定義： 

(i) 若 1r ， 2r ， 3r ，…， nr  為一個向量集，則 nn332211 r...rrr λ++λ+λ+λ ，其

中 1λ ， 2λ ， 3λ ，…， nλ 為純量，稱為 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 的向量綫性組合。若

各純量 λ 非全為零，則此綫性組合稱為非平凡，否則為平凡綫性組合。        
(ii) 若向量 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 存在一等於零的非平凡綫性組合，則它們稱為綫性

相關，即 0r...rrr nn332211 =λ++λ+λ+λ  ，其中有部分 0≠λi ，i = 1，2，3，

…，n。  
(iii) 若向量 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 的唯一等於零的綫性組合就是平凡綫性組合，則它

們稱為綫性無關，即若 0r...rrr nn332211 =λ++λ+λ+λ ，則 
0... n321 =λ==λ=λ=λ 。 

教師應協助學生由(ii)得出一個即時結果，就是向量 1r ， 2r ， 3r ，…， nr 為綫性相

關當且僅當其中一個向量是同組中其他向量的綫性組合。 
 
  在 R2 及 R3 中綫性相關向量的幾何意義應加以說明。如 

(i) 在 R2 中，向量 1r  及 2r  為綫性相關當且僅當它們是平行向量； 

(ii) 在 R3 中，向量 1r 、 2r  及 3r  為綫性相關當且僅當它們是共面向量。       
 
  兩個向量 a 和 b

r
的純量積，寫作 ba ⋅ ，定義為 θcos|b||a|ba =⋅  ，其中 θ

為 a 和 b
r

 之間的夾角。下列各性質應加以討論： 

1. 純量積的交換律： abba ⋅=⋅  

2. 純量積的分配律： caba)cb(a ⋅+⋅=+⋅  

3. 2|a|aa =⋅  

4. 兩非零的向量 a 和 b
r

 為正交當且僅當 0ba =⋅  

5. 
|b||a|

bacos ⋅
=θ     
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內容 時間 
分配 
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  教師應特別指出由第 5 點用純量積可求出以笛卡兒分量表示兩向量的交角。教師應

指導學生求證  1ii =⋅
rr

、 0ji =⋅
rr

 等及  kcjbiar 1111
rrr

++= 、  kcjbiar 2222
rrr

++= 、

21212121 ccbbaarr ++=⋅ 。 
 
  向量積的定義須清楚介紹，教師亦應特別說明右手系統的正確方法。兩向量 a

r
和 b

r

的向量積，寫作 ba × ，定義為 e sin|b||a|ba
r

θ=× ，其中 

(i) e
r

 為垂直於 a
r

 和 b
r

的單位向量； 

(ii) θ為 由 a 量度至 b 的角度，而量度是根據右手法則來決定 e 的方向。 

         
 

下列各性質有討論的必要： 

(i) )ab(ba ×−=×  

(ii) caba)cb(a ×+×=+× 及 acaba)cb( ×+×=×+  

(iii) )b(ab)a()ba( λλλ ×=×=×  

(iv) 2222 )ba(|b||a||ba| ⋅−=×  

   

內容 時間 
分配 

教學建議 
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7.6    向量在幾何的應用 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11 

 

  學生應自 已求證 0ii
rrr

=× 、 kji
rrr

=×  等 用來計算以笛 卡兒分量表示 兩向量

kcjbiar 1111

rrr
++=  及 kcjbiar 2222

rrr
++= 的向量積， 

  k)baba(j)acac(i)cbcb(rr 12211221122121

rrr
−+−+−=×  或 

           
cba
cba
kji

  
222
111

rrr

=  

 
   下列兩個性質有助學生掌握向量積的概念： 

(i) 兩非零向量 a 、 b  平行當且僅當 0ba
r

=× ﹔ 

(ii) |ba| × 可視為由向量 a  和 b  所組成的平行四邊形的面積。 
 
  教師應詳細解釋相對向量的用途，包括位置向量和位移向量。P 及 Q 兩點對基準點 O

的位置向量通常分別以 OP 、 OQ 或 p 、 q 表示，而 pqPQ −= 亦應加以強調。 
  

  教師應導出下列結果而其他有關的推論亦值得討論。 
 
  分點的位置向量︰ 

  設 a 、 b 及 p 分別為 A、B 及 P 對基準點 O 的位置向量。若 P 以 m : n 的比分綫段

AB，則
nm

bmanp
+
+

= 。 

 
  內分點與外分點的處理方法應分別討論。為準備學生學習通過 A、B 兩點的直綫的

向量方程，建議採用公式
k1

bakp
+
+

= 。在笛卡兒坐標系中，若 A 為(x1，y1，z1)、

B(x2，y2，z2) 及 P(x，y，z)，學生不難得到一直綫的兩點式 

    
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

。 
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於此，學生應先學會寫出向量 ab −  的方向數，從而將兩點式轉為     

(i) 對稱式 

n
zz

m
yyxx 111 −

=
−

=
−
l

及 

(ii) 參數式 
x = x1 + l  
y = y1 + m 
z = z1 + n   其中 n:m:l  代表直綫的方向數。 

  作為一個延續，通過點 (x1，y 1 ，z1) 而法綫的方向比為 n:m:l 的平面方程可作為

純量積的應用︰ 
    0)zz(n)yy(m)xx( 111 =−+−+−l  

   在此， 平面方程的通式 Ax+By+Cz+ D = 0 亦可介紹作為補充材料，並討論下列各

性質。 
(i) 平面法綫的方向比為 A : B : C。  

(ii) 由點 P(x′，y′，z′)到平面的垂直距離為 

222 CBA

DzCyBxA

++±

+′+′+′
，其中符號的選擇在使整個表達式為正數。 

(iii) 兩平面 
0DzCyBxA: 11111 =+++π  及  

0DzCyBxA: 22222 =+++π 的夾角θ可 由下式求得 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA
cos

++⋅++

++
=θ 。 

(iv) 21 ππ // 當且僅當 
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

== ﹔ 

21 π⊥π 當且僅當 212121 CCBBAA ++ =0。 
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(v) 平分兩個平面π1 及π2 的夾角的平面方程為

2
2

2
2

2
2

2222
2

1
2

1
2

1

1111

CBA

DzCyBxA

CBA

DzCyBxA

++

+++
±=

++

+++
。 

  由綫及平面的普通知識，教師可引導學生知道
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0DzCyBxA
0DzCyBxA

2222
1111 代表兩平面

π1 及π2 (若不平行) 的相交綫，而這直綫的方向比為 

     BA
BA  :  AC

AC  :  CB
CB  

22
11

22
11

22
11 。 

  下列有關方向比為 p : q : r 的直綫 L 及平面π：Ax + By + Cz + D = 0 的性質應予討論：

(i) L // π 當且僅當 Ap + Bq + Cr = 0 

(ii) L ⊥ π 當且僅當 
r
C

q
B

p
A ==  

(iii) L 與 π 的夾角 θ  由下式得出 

  
222222 rqpCBA

CrBqApsin
++⋅++

++
=θ   

兩直綫共面的條件亦應學習，即兩直綫共面當且僅當此兩直綫相交或平行。假若

L1 是
1

1

1

1

1

1

r
cz

q
by

p
ax −

=
−

=
−

及 

L2 是
2

2

2

2

2

2

r
cz

q
by

p
ax −

=
−

=
−

， 

L1 與 L2 共面當且僅當 0 
rrcc
qqbb
ppaa

 
2121

2121

2121
=

−
−
−

 

 
  在此小單元中，教師應鼓勵學生應用向量方法來導出上述的性質和結果，尤其是利

用點積求一向量 p
r

 在另一向量 r
r

上的投影及利用叉積求一個給定三頂點的三角形面積。
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單元 A8：矩陣 
特定目標： 

1. 學習矩陣的概念及運算。 
2. 學習二階方陣及三階方陣的性質和運算及其行列式。 
3. 矩陣在二維幾何上的應用。 

內容 時間 
分配 

教學建議 
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8.1    矩陣及其運算 
 
 
 
8.2    二階及三階方陣 
 

 
4 
 
 
 
9 

 
  教師應介紹一個有 m 行和 n 列矩陣的通式，即 m × n 矩陣。學生應清楚矩陣的運算︰

加法、減法、乘法和純量乘法及其性質。一般來說，對於矩陣 A 和 B，AB≠BA，教師應

予以解釋。教師應介紹以下各名詞：零矩陣、單位矩陣和倒置矩陣。 
 
  教師應定義方陣和其行列式，並清楚指出奇異矩陣和非奇異矩陣的概念及應用。學

生應能計算矩陣的行列式和求出非奇異矩陣的逆矩陣，並知道下列有關逆矩陣和行列式

的性質： 
A. 逆矩陣的性質 

(i) 一矩陣的逆矩陣是唯一的。 
(ii) 一矩陣存在逆矩陣當且僅當它是非奇異。 

(iii) 若 A 為非奇異，則 AB =0 蘊涵 B = 0。 
(iv) 若 A 為非奇異，則 AB = AC 蘊涵 B = C。 
(v) 若 A、B 為非奇異，λ為非零純量及 n 為正整數， 

則 AB、 1A− 、 tA 、 Aλ 、 nA 為非奇異及 
111 AB)AB( −−− = ， 

A)A( 11 =−− ， 
t11t )A()A( −− = ， 
111 A)A( −−− λ=λ ， 
n11n )A()A( −− = 。 

 
B. 行列式的性質 

(i) 若一行列式中有兩行（或兩列）全等或成比例，則此行列式的值是零。 
(ii) 若一行列式中有兩行（或兩列）互換，則此行列式的數值不變但符號改變。 

 
   

內容 時間 
分配 

教學建議 
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8.3    於二維幾何的應用 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 

 
(iii) 若一行列式的行換作列（或列換作行），則其值不變，即是 AdetAdet t =  或

|A|  |A| t = 。 
(iv) 若將一行列式中任何一行（或列）的每一分子乘以同一數，則其值亦乘以此一

數。 
(v) 兩同階方陣乘積的行列式等於該兩方陣行列式的乘積，即是 

 BdetAdetABdet ⋅= 或 | AB | = | A |  | B |。 
       
  學生應熟悉以矩陣表示一點和一向量；及反射、旋轉、放大、位移、平移及其合成

的矩陣表示法。下列各例為部分以 2 × 2 矩陣表示的變換： 
(i) 對直綫 x)(tany θ= 的反射，以矩陣 

A = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

− θθ
θθ
2cos2sin

2sin2cos 表示。 

(ii) 繞原點旋轉 φ 角，以矩陣 

B ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= φφ

φφ
cossin
sincos

表示。 

(iii) 對原點以比例因子 k≠ 0 放大，以矩陣 

C ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= k0

0k 表示。 

(iv) 以因數 k 平行於 x 一軸位移，以矩陣 

D = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

10
k1 表示。 

 
對於 (iii) 及 (iv)，應討論對形狀和面積的影響。教師應對學生解釋清楚在上述各種變

換下， 所有滿足 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

'y
'x

y
xT ，其中 T 代表一種變換，的每一點 P(x， y)都會轉到一新點

P′(x′，y′)。熟習各變換的合成對學生明白矩陣乘積很重要。 
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21 

 
例： 
先對直綫 y = (tanθ )x 反射跟著繞原點旋轉φ角的結果，正如上文所提及，可以乘積 BA 表

示，其中 BA ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

'y
'x

y
x 。留意此乘積是由右至左解釋為：先應用變換 A 再應用變換 B。

如下的合成變換亦可提出： 
例： 

以方程組
⎩
⎨
⎧

+−=
+=

4x'y
2y'x

，其矩陣表示法為   

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
2

y
x

01
10

'y
'x 的變換。 

矩陣 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 01

10
代表變換是對原點順時針方向旋轉 90°。因此，它可視為一旋轉再跟著平

移。若以（3，1）為定點，此變換可視作為對（3，1）順時針方向旋轉 90°。 40 

  

 

 

單元 A9：二元及三元綫性方程組 
特定目標： 

1. 利用高斯消去法解綫性方程組。 
2. 認識解的存在性及唯一性。 
 

內容 時間 
分配 

教學建議 
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9.1    高斯消去法及梯陣式 
 

 
5 

 
  適合下列兩個性質的矩陣稱為梯陣式： 
  (1) 首 k 行非零；其餘各行為零。 
  (2) 每一非零行的第一個非零元素為 1，並出現在前一行第一個非零元素的右列。 
例： 
以下 5 × 8 矩陣是梯陣式： 

  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00000000
10000000
***10000
*****100
******10

 

  學生應懂得利用高斯消去法解二元及三元的綫性方程組，方法就是利用行的基本運

算將一矩陣變為梯陣式。 
例： 
解方程組

 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=−+
=++

4x2x4x2
3xx3x4
1x2xx3

2xx2x

321
321
321

321

 

 
增廣矩陣 

  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

0000
1100
1110
0101

~
0000
55110

1110
2121

~

0000
55110
5550

2121
~

4242
3134
1213
2121
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9.2     解的存在性及唯一性 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

5 

 
原方程組與下列方程組等價 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+
=−

1x
1xx
0xx

3

32

31
 

由此可得 1x1 = ， 0x 2 = ， 1x3 = 。 
 
  學生應知道二元或三元綫性方程組的解的存在性及唯一性條件。 
  對於二元綫性方程組： 
   a1x +  b1y  =  d1 

   a2x +  b2y  =  d2 

(i) 若 0ba
badet

22
11 ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ，方程組有唯一解。 

幾何上，方程組代表一對相交的直綫。 

(ii) 若 0ba
badet

22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  及 0bd

bddet
22
11 ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ， 

方程組無解。幾何上，方程組代表一對平行（而不重合）的直綫。 

(iii) 若 0ba
badet

22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  及 0bd

bddet
22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ， 

方程組有無窮多解。幾何上，方程組代表一對重合的直綫 
 
  教師應與學生討論一些如下列的三元方程組例子。當學生掌握了三維坐標幾何的意

義後，其幾何解釋可加以討論。                         

(i) 在解方程組
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−

=−+

8z6y3x7
1z7y4x5

7zyx2
  時， 

明顯地第三式是多餘的。教師可與學生討論求得解 

13
329x λ−= ，

13
1933y λ+= ，z = λ 的方法，其中 λ 是任意數。 

   

內容 時間 
分配 

教學建議 

 

 

 

10 

 

（ii） 解不一致方程組如 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−
=++

7z3y2x3
1z2y3x2
3zyx
。 

循此路向，可以更抽象形式表示三元綫性方程組的解的存在性及唯一性條件。

43 
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單元 A10：複數 
特定目標： 

1. 學習複數的性質、幾何表達法及應用。 
2. 學習棣美弗定理及其在求複數的 n 次根、解多項式方程和證三角恒等式的應用。 

內容 時間 
分配 

教學建議 
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10.1    複數的定義及其算術運算 
 

 
 
 
 
 
 

10.2    阿根圖、輻角和共軛 
 

 
3 
 
 
 
 
 
 
 

6 

 
  教師應簡單介紹符號 i。數 z = x + yi，其中 x、y 為實數，稱為複數，而 x、y 分別稱

為複數的實部(Re z)和虛部(Im z)。當 x = 0，y ≠ 0，z = yi 稱為純虛數；當 y = 0，z = x 則

為實數。 
 
  教師可問學生應如何定義複數等式，但須指出複數並無次序性質。 
 
  兩個複數的和、差、積及商亦應給予定義。 
 
  學生應知道以下各項的定義：複數 z 的模│z│、輻角 arg z、輻角的主值和它的共軛

複數 z 。 
 
  複數 )sini(cosrz θθ +=  的模輻形式亦可寫為 θcis rz = 。 
 
  學生應理解下列複數的性質： 

(i)  z   z    zz 2121 =  

(ii) πk2zargzargzzarg 2121 ++= ，其中 k 為整數。 

(iii) 
 z 
 z 

|
z
z|

2

1

2

1 =  

(iv) π+−= k2zargzarg
z
zarg 21

2

1 ，其中 k 為整數且 0z2 ≠ 。 

教師應教授下列共軛複數的性質： 
1. z = z 
2. 0z =  iff  z = 0 
3. 一個複數是自共軛當且僅當其為實數。 

   

內容 時間 
分配 

教學建議 
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10.3    於平面幾何的簡易應用 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 

4. 2|z|zz =⋅  

5. 2121 zzzz +=+  

6. 2121 zzzz −=−  

7. 2121 zzzz ⋅=  

8. 
2

1

2

1

z
z

)
z
z

( = ， 0z2 ≠  

利用此等性質，學生不難證明： 
如α是實係數多項式方程的根，則 α 亦為其根﹔即是若實係數多項式方程的根不是實

數，則必以共軛偶(對) 形式出現。 
 
  學生應知道下列不等式：            

(i)  z      zRe ≤  
(ii)  z      zIm ≤  

(iii)  z  z      zz 2121 +≤+  (三角不等式) 

  學生亦可用類似方法證明： 
 z  z      zz 2121 −≥−  

   和   z  z      zz 1221 −≥− 。 
  三角不等式可用數學歸納法推廣至： 
     z ... z  z      z...zz n21n21 +++≤+++ 。 

 
  學生須學習複數在阿根圖的幾何表達法，並應知道實軸和虛軸。教師亦應教授複數

的極形式的表達法及其幾何意義。可介紹 cisθ的另一記法 eiθ 給學生，固此 z = r eiθ ﹔此記

法稱為複數的指數形式或歐拉形式。 
 
  學生應知道三角不等式的幾何意義，並須學習複數在平面幾何的多種用途，以下為

兩例： 
1. 在阿根圖上，XYZ 為等邊三角形，而其外心在原點上; 若 X 代表複數 1 + i，求

Y 和 Z 所代表的複數。  
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10.4  棣美弗定理 
 

10.4a 有理數指數的棣美弗定理 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. 若 z1、z2和 z3為代表一等邊三角形頂點的三個相異複數，則 32

2
3

2
2

2
1 zzzzz =++

2113 zzzz ++ 。 

  學生應學習在阿根圖上移動點的軌跡的例子，以下為兩個簡單例子： 
1. 求出點 z 的軌跡，使得│z – a│= k，其中 a 是一複數和 k 為一正常數。 

2. 求出點 z 的軌跡，使得 k
bz
az =

−
− ，其中 a、b 為複數，k 為不同值的正常數。,

 
 
  學生應學習證明當 n 是正整數時，下列定理成立： 
  θθθθ nsinincos)sini(cos n +=+  
 
此處假定 1)sini(cos =°+ θθ 。 
當 n 是負整數時，可設 n = −m，m 為一正整數，學生亦應能證明定理在 n 為負整數時也

成立。但當
q
pn = ，其中 p、q 為整數，q ≠ 0，證明須待學生完成複數 n 次根的學習方可

進行。 
 

46 

10.4b 於三角恒等式的應用 3   由棣美弗定理 
  n)sini(cosnsinincos θθθθ +=+ ，其中 n 為一正整數，可將 cos n θ  和 sin n θ. 寫
成 cos θ 及 sin θ. 的乘方。  

  設 z = cos θ + i sin θ，則可利用 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

θ

θ

sini 2
z
1z

cos2
z
1z

 

和

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

θ

θ

nsini2
z
1z

ncos2
z
1z

n
n

n
n
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 5  
 4 

 
 
 
 
 
 
10.4c 複數的 n 次根及其幾何解釋 

 25  
 24 

 
將 cos θ 和 sin θ 的乘方表為倍角的正弦和餘弦。例如，學生應能將 
   cos4θ  sin3θ 表為倍角的正弦的和 
   及 cos3θ  sin4θ 表為倍角的餘弦的和。 
 
  學生應學習複數 n 次根的定義﹔並須詳細學習 1 的 n 次根(即 n 次單位根)。以下數例

可供課堂討論 ︰     
1. 求 –1 的五次根。 
2. 解方程 01zzzz 234 =++++ 。 
3. 求 1 + i 的立方根。 
4. 因式分解 1ncosz2z nn2 +θ− 為實二次因式。 

47 
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單元 B1：序列、級數及其極限 
特定目標： 

1. 學習序列和級數的概念。 
2. 認識序列和級數的極限的直觀概念。 
3. 認識無窮序列和無窮級數的特性。 

內容 時間 
分配 

教學建議 
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1.1    序列及級數 
 

 
6 

 
序列和級數的概念應該清楚地提出。下列的介紹方法可供參考︰ 

  若 an為對應正整數 n 可定義的函數，其數值 a1，a2，a3，…an，…則可組合成一序列。

至於該序列為有限或無限則須視乎項數是有限或無限。再者， ...a...aa n21 ++++ 則稱為

級數。至於該級數為有限或無限必須視乎其所包括的數目而定。下列為常用記法：     

  ∑
=

=
n

1r
rn aS  或∑

n

1
ra               

  有關序列和級數的簡易運算及法則應予介紹。為方便起見，序列 a1，a2，a3，…和 b1

，b2，b3…可用{ai}和{bi}表示，則 
(i) {ai} ± {bi} = {ai ± bi} 

(ii) λ{ai} = {λai} 
亦即，可涉及項與項之間的運算概念。 

  對級數求和法，可參考下列方法： 
(1) 數學歸納法：本課程中單元 A3 已有提及。 
(2) 求差方法：教師應強調級數中第 r 項可寫為 f(r + 1)及 f(r)之差，其中 f( x)為 x 的

函數。即 
若  a r  =  f ( r + 1 ) – f ( r )  

則∑
n

1
ra = [ ]∑ −+

n

1
)r(f)1r(f   

               = f(n+1) – f(1)  

  ∑
+

n

1 )1r(r
1 及∑ +

n

1
)1r(r 就是其中一些典型例子。 
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1.2   序列及級數的極限 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 

 
  若級數的項是可以用下列遞推關係表達的話： 
  1rr aa −− = f(r) 或 

  2r1rr BaAaa −− +=        
以下是找出 ar 的解的方法：（特別適用於後者） 
  設α、β為輔助方程 BA2 += λλ 的根， 

(i) 若α ≠ β，則 r
2

r
1r kka βα +=  

(ii) 若α = β，則 r
21r )rkk(a α+=  

其中 1k 和 2k 為待定常數。   
 
  序列的極限概念應以直觀方式教授，下列方式可作參考： 
  設 a1，a2，…，an，…為一序列，對一任意大的數值 n，則 an與一常數 l  的差為一

任意小的正數，我們亦可以寫為 
當 ∞→n  時 l→na ，或 l=

∞→
n

n
alim 。 

 
  教師應同時強調下列各點： 

(i) l  稱為該序列的極限。 
(ii) 若極限 l  是存在的話，則必是唯一的極限。   

(iii) 該序列在 l  收歛，或該收歛序列的極限為 l。 
(iv) 若一序列並不收歛於任何極限，則稱為發散序列。 

 
  並應提供充足的收歛和發散序列的例子以作説明。此等例子如下： 

(1) 1alim n
1

n
=

∞→
，其中 a > 0。 

(2) 序列
n

nsin
a 2

1

n
π

= 收歛於極限 0。 

(3) 發散序列 { } n)1(1a n
n −+= 。 

(4) 振動發散序列 )
n
11()1(a n

n +−= 。 
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 注意：序列可分為收歛，發散(至 +∞ 或 −∞ )或振動（並不收歛或發散至 +∞或 −∞ ）

不同類別。 
 
  收歛序列的一般性質亦應與學生討論： 
  設 a1，a2，a3，…，an，… 和 b1，b2，b3，…，bn，…為收歛序列，其極限分別為 a
和 b，則下列序列亦具收歛性質。 

(i) λa1，λa2，λa3，…. 收歛於 λa，其中 λ為一常數。 
(ii) a1 + b1，a2 + b2，a3 + b3，… 收歛於 a + b 。 

(iii) a1 b1，a2 b2，a3 b3，…收歛於 ab。 

(iv) 
1

1

b
a

，
2

2

b
a

，
3

3

b
a

，…收歛
b
a ，假若 b ≠ 0。 

 
  最後學生應在老師指導下認識到下列因果關係： 

(i) 設收歛序列 a1，a2，a3，…的極限為 a， 
則 aalimalim n

n
kn

n
==

∞→
+

∞→
，其中 k 為一正整數。 

(ii) 設 a1，a2，a3，…和 b1，b2，b3，…為兩收歛序列，其極限同為 l；而若另一

序列 c1，c2，c3，…，其中當 i > k，k 為一正整數，ai ≤ ci ≤ bi，則 c1，c2，c3，

…亦為收歛，而且其極限亦是 l。該性質通常稱為迫近定理，教師可將單調序

列和有界序列加以介紹，以便擴闊學生對序列的認識。 
 
  至於無窮級數方面，教師可用類似如下的處理方法： 

(1) 收歛概念 

若 Sulim
n

1
i

n
=∑

∞→
存在，則級數 u 1  +  u 2  +  u 3  +  …為收歛，並且可稱 S 為級數的

總和。若用 S 表示 u 1  +  u 2  +  …+  u n，則其結果可寫成為： 
    當 ∞→n 時， SSn → 或 SSlim n

n
=

∞→
(S n = u 1 +u 2  + …+ u n 通常稱為第 n 個的部份

和）在類似情況下，教師可選擇引入發散和振動的概念。 
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1.3    序列及級數的收歛性 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

5 

 
(2) 收歛級數的性質 

若 u 1 +u 2 +u 3 +…的極限為 S 和 v1 +v 2 + v 3 + …的極限為 S’ 則 
(a) λu 1 +λu 2 +λu 3 +…收歛於 λS， λ為一常數； 
(b) (u 1 +  v1 )+ (u 2 + v 2 )+ (u 3 +v 3 )+ ……收歛於 S + S’； 
(c) 若 u 1 + u 2 +u 3 + …收歛，則 0ulim n

n
=

∞→
。 

 
 
  介紹收歛序列的特性，如 

(i) 收歛序列為有界 
(ii) 單調而有界的序列為收歛 

 
  此外，一些典型的收歛序列和發散序列亦應加以討論，並以下列之實例説明計算序

列極限的方法。 
  (A) 收歛序列 

(i) n
n xa = ，設 | x | < 1 

(ii) n
n na =  

(iii) 
!n

xa
n

n =  

 
  (B) 收歛級數 

(i) ...rrr 32 +++ ，設 | r | < 1 

(ii) ...
321

1
21

1
1
11 +

⋅⋅
+

⋅
++  

(iii) ...
!3

1
!2

1
!1

11 ++++  

(iv) ...
4
1

3
1

2
11 +−+−  

 



  56  表示刪去的內容

 
 

 

內容 時間 
分配 

教學建議 

 

 

 

18 

 
  (C) 發散級數 

(i) Σ
n
1  

(ii) Σ n)
n
11( −  

(iii) Σ
n

1  

          
  此方法應包括迫近定理的典型應用例題，但毋須對收歛性的測試再作深究。 

52    

   

單元 B2：極限、連續性及可微性 
特定目標： 

1. 理解函數的極限的直觀概念。 
2. 理解函數的連續性及可微性的直觀概念。 
3. 認識極限作為微積分的基本概念。 
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2.1    函數的極限 

 

 
5 

 
  函數的極限應以直觀方式介紹。其實，在 x = a 時，函數 y = f (x)的極限概念應與序列

的極限概念連繫起來。當自變量經過一收歛序列{xn}(横坐標序列)，其極限為 a 時，則可

考慮其直坐標序列{f(xn)}。故此當{xn}趨近 a 時，則 { f(xn)}趨近一有限值 l  之情況，應

可清楚而明確地表達，即是 

  若 ax → 則 l→)x(f 或 l=
→

)x(flim
ax

  

  部份教師可能會將重點放在當 x 與 a 為相當接近時，則 f(x)與 l之間的差異可以任意

的小的概念上，從而強化當 ax → 時， l→)x(f 的理解。 

  但必須向學生指出，函數值 f(a) 的存在，並不能引申為極限 )x(flim
ax→

的存在及等於

f(a)，緃使在一般情況下可成立。教師可參考下列例子： 

  { 0x當0
0x當1)x(f =

≠=  

這裹 f(0) = 0 和 1)x(flim
0x

=
→

 

  自變量趨近極限 a 的途徑應加以注意：當 x 的值是由左至右増加時，函數的極限稱為左

方極限，以 )x(flim
ax −→

表示；當 x 的值是由右至左遞減時，極限稱為右方極限，以 )x(flim
ax +→

表示。 
 
由此，教師不難引導學生理解當 ax → 時，函數 f(x)的極限存在當且僅當其左方極限和右

方極限相等。至於對極限作更廣泛理解，教師應討論 ∞→x 的情況，使學生再一次明白當

x 趨於一足夠大的數時，f(x)與 l  的的差異可任意的小，並表為 l=
→∞

)x(flim
x

。 



  57  表示刪去的內容

 
 

 

 內容 時間 
分配 

教學建議 

54 

   
  下列函數的極限性質應包括在討論範圍內： 

(i) [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax →→→

+=+  

(ii) [ ] )x(flimk)x(kflim
axax →→

= ，k 與 x 無關 

(iii) [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax →→→

⋅=⋅  

(iv) 
)x(glim

)x(flim

)x(g
)x(flim

ax

ax
ax

→

→
→

= ，其中 0)x(glim
ax

≠
→

 

(v) 若 )x(g)x(h)x(f ≤≤  在 x 接近 a 時成立，而且 
l==

→→
)x(glim)x(flim

axax
，則 l=

→
)x(hlim

ax
。 

  一些重要的極根，如下列者，應予以介紹： 

(1) 1
x

xsinlim
0x

=
→

 

(2) e)
x
11(lim x

x
=+

∞→
 

(3) ax
x

e)
x
a1(lim =+

∞→
 

(4) 1
x

1elim
x

0x
=−

→
 

(5) an
x

1alim
x

0x
l=

−
→

；a > 0 

(6) 1
x

)x1(nlim
0x

=+
→

l  

(7) 1
1x
x nlim

1x
=

−→

l  

  教師應給予學生足夠的計算函數極限的練習以便強化他們在這方面的訓練。 
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2.2    函數的連續性 

 
 

 
4 

 
  函數的連續性的定義是應以函數的極限作為基礎，以及用直觀的方法加以解釋，不

宜涉及ε − δ 的概念。教師可參考下列建議︰ 
  若 )x(flim

ax→
存在兼且等於 f(a)，則函數 f(a)在 x = a 連續。 

  若函數在某區間內的每一點連續，則函數在該區間內連續。 

  在引入函數於一點的不連續性前，應討論一些常見的函數，例如： 
(i) 2x)x(f = 在任何區間內皆連續。        

(ii) 
1x

1)x(f
−

= 並非在整個區間 5x0 ≤≤ 內連續。  

     上述概念並不需要作嚴謹的處理，但教師宜提供廣泛而合適的例子，以便加強學生

在這方面的認識，並理解若兩函數在 x = a 連續，則它們的和、差及乘積在該點亦為連

續，而當分母不等於零時，它們的商亦為連續。教師應引用一些在整段實數綫上皆為連

續的例子，以啟發學生進一步的認識︰ 
(i) 多項式函數   0

1n
1n

n
n a...xaxa)x(f +++= −

−  
(ii) 指數函數    f(x) = ax ；a > 0 

(iii) 對數函數    xlog)x(f a=  ；a >0， 1a ≠  
(iv) 三角函數，例如 sinx、cosx  

  對於合成函數的連續性，教師可採納下列方式︰ 

  設 y = f [g (x)] 為一合成函數，其內函數 g(x) 在 x = a 連續，其外函數 y=f (t)在 t = g 
(a)亦為連續，則合成函數 y = f [ g(x)]在 x = a 連續。  

  教師可強調每一連續函數的連續函數亦為連續。 

  教師應指出在一區間內的連續函數擁有一系列值得注意的性質，並加以討論，但不

宜作嚴謹的證明。這些性質包括︰ 
(i) 若函數 f(x)在閉區間 [a，b]內連續，其中 f(a)= A 和 f(b) = B，A ≠ B，則 f(x)在

A 與 B 之間的每一數值取值一次或以上。(介值定理) 
(ii) 閉區間上的連續函數必為有界。 
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2.3    函數的可微性 
 

 

13 

 
(iii) 閉區間上的連續函數必有其極大和極小值。 

(性質 (ii) 和 (iii) 稱為魏爾斯脫拉斯定理) 
 
  函數 f(x) 在 x =  a 的可微性定義如下： 

  函數 f(x) 在 x =  a 上可微當且僅當極限
ax

)a(f)x(f
lim

ax −
−

→
或

h
)a(f)ha(f

lim
0h

−+
→

存在。

  教師應同時指出若一函數在某點可微， 則函數在該點連續，而連續性祗是可微性的

必要條件而並非充分條件。並且，函數在 x = a 的導數定義就是上述極限的值。學生可透

過上述學習理解可微性的概念。函數 f(x) 在 x = a 的導數可表為 

  )a(f ′ 、 ax )x(f
dx
d

=  或 a x dx
dy

=  

  教師應提及若函數在一區間內每一點皆可微，則該函數在該區間內可微，兼且在區

間內的每一 x 值，皆對應於函數在該點的導數 f’(x)，因此 f’(x)亦為 x 的函數，稱為 f(x)的
導函數。 
 
  在這階段，教師應預備充足例題以便學生能掌握微分法的概念和技巧，至於從基本

原理求取一些典型函數的導數，尤為重要。故此，足夠的練習是不可缺少的。下列例子

可作參教考： 
(1) 利用第一求導法則，找出下列函數於各點的導數︰ 

(i) x2於 x = 1 
(ii) ex於 x = 0 

(iii) sinx 於 x =
4
π  

(2) 利用第一求導法則，求下列函數的導數︰ 
(i) f(x) = xn其中 n 為一正整數 

(ii) f(x) = ex 

   

單元 B3：微分法 
特定目標： 
1. 掌握微分法的不同技巧。 
2. 學習及掌握求高階導數的技巧。 
3. 理解洛爾定理及中值定理的直觀概念。 
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3.1 微分法的基本法則 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  作為延續，教師應講解以下法則︰ 

(1) 0)k(
dx
d = ，其中 k 為常數 

(2) 1rr rx)x(
dx
d −= ，r 為實數 

(3) [ ] )x(g
dx
d)x(f

dx
d)x(g)x(f

dx
d ±=±  

(4) )x(f
dx
dk)]x(kf[

dx
d = ，其中 k 為常數 

(5) )x(g
dx
d)x(f)x(f

dx
d)x(g)]x(g)x(f[

dx
d += (積法則) 

(6) 2)x(g

)x(g
dx
d)x(f)x(f

dx
d)x(g

]
)x(g
)x(f[

dx
d

−
= ， 0)x(g ≠ (商法則) 

 
  教師可提供以上法則的証明，藉以加強學生在概念上及技巧上的掌握。從(3)至(6)，
要強調 f(x)及 g(x)的導數的存在。關於(2)，對 r 為整數的証明已足夠，對 r 為實數的証明

可留待至學生已學習鏈式法則及對數微分法。教師應列舉一些常見的函數以示範使用以

上法則求導數。 

57 

3.2 三角函數的微分法 

 
2   教師應講解以下函數的微分法 : 

  1. sin x   
  2. cos x  



  59  表示刪去的內容

 
 

 

 內容 時間 
分配 

教學建議 

58 

 
 
 
 
 
 
 
 

3.3 複合函數及逆函數的微分法 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4 隱函數的微分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 

 
  3. tanx  
  4. cosecx  
  5. secx  
  6. cotx  
 
  教師可鼓勵學生作出以上的証明，並提示學生(4)至(6)的証明可使用商法則。 
 
 
  複合函數 y = f [ g(x)]的導數可透過鏈式法則 

    
dx
dt

dt
dy

dx
dy ⋅=  

    或 )x(g)t(f ′′= ，其中 )x(gt = ，求得。 

  y = f(x) 的逆函數 x = f−1(y) 的導數，可利用

dx
dy
1

dy
dx = 求得。 

 
  教師可用以下例子作示範 ︰ 

    )x(sin
dx
d 1− 、 )x(cos

dx
d 1− 、 )x(tan

dx
d 1− 及 

    )x(
dx
d n− 、 )x(

dx
d n

1
，其中 n 為正整數。 

 
  隱函數 F(x，y) = 0 的微分法，可利用上述各法則，對於自變數 x，求方程各項的導

數。教師應給予示例，加強與學生的討論，下列是一些建議︰ 

(i) 若 1x2sinyycosx 3 =+ ，求
dx
dy

。 

(ii) 已知 03y2x12yx2 22 =+−+− ，求在點(2，5) 的導數
dx
dy

。 

(iii) 對 xy)yxcos( 22 =− ，求
dx
dy

。 
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3.5 參數方程的微分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.6 對數函數及指數函數的微分法 
 

 
2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
 
 
 
 
6 

 
  對於用參數方程 x = u(t)，y = v(t) 表達的函數 y = f(x)，y 可被表為對 t 的複合函數

y = f(u(t))。透過鍵式法則，可得出
dx
dy

dt
dy = ·

dt
dx ，故此

dt
dx
dt
dy

dx
dy = 或

)t(u
)t(v)x(f

′
′

=′ 。學生

需明白在求導時。u(t) 及 v(t)必須為可微的及 u′(t) ≠ 0。 
 
教師可示範以下求

dx
dy

的例子： 

(i) 橢圓 x = acost，y = bsint 
(ii) 旋輪綫 x = a(t-sint)，y = a(1-cost) 

 
 
  教學範圍包括以下法則，教師可使用建議的方法提供證明︰ 

1. 
x
1)xn(

dx
d =l (用 e)x1(lim x

1

0x
=+

→
) 

2. xx ee
dx
d = (用

y
1yn

dx
d

=l 及鏈式法則，其中 xey = 或應用逆函數的求導法則)

3. 
anx

1)x(log
dx
d

a
l

=  

4. ana)a(
dx
d xx l=  

 
教師應提供如下列的例子︰ 

3xe 及 1xlog 2
a + 。 

(注意：為求完整起見，教師可與學生討論，對n為有理數及實數，公式 1nn nxx
dx
d −=

的證明。) 
 
教師應強調一些應用對數微分法的例子，例如︰ 
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3.7 高階導數及萊布尼茲定理 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.8 洛爾定理及中值定理 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 

 

當 y 為 x 的複雜的函數，尤其當 y 涉及變數指數，導數
dx
dy

可從對數微分法求得。下列

是一些常見的例子： 
xxy = 及

)dx)(cx(
)bx)(ax(y

++
++= 。 

 

  教師應引入高階導數的定義及符號 f ″ (x)、f ( n)(x)、
n

n

dx
yd
的意義。此外，學生亦應能求以

參數方程表達的函數的高階導數和應用萊布尼茲定理 ( ) ( )rn
n

0r

nn
rn

n

v u C)uv(
dx
d −

=
∑= 。學生

可嘗試以數學歸納法證明此定理。教師應示範以萊布尼茲定理求涉及函數的高階導數的

方程，尤其涉及隱函數，下列是一些例子︰  
 

1. 求 xsinxcos2 和 xcosx3 的 n階導數。 
2. 設 xtan)x(f 1−= 。證明  0)x(fx2)x("f)x1( 2 =′++ 及求對 x = 0 ，f(x)的n階導

數。 

3. 已知
1x

x)x(f 2

3

−
= 。 

證明 ( )
⎩
⎨
⎧
−=

為奇數n若   !n
為偶數n若      0)0(f n ， 

其中 n 為整數及 3n ≥ 。 
 
 
  教師應講解洛爾定理和中值定理的直觀概念及其幾何意義。對於能力較高的學生，

則可提供定理的證明。學生應學習簡單及直接應用定理的題目。可考慮下列問題 ︰ 
 

1. 若對所有在某區間內的x值， 0)x(f =′ ，則f(x)在該區間內為一常數。 
 
2. 若對所有在某區間內的x值， )x(g)x(f ′=′ ，則f(x)與g(x)在該區間內的差為一常

數。 
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3. 證 明 若 0a
2

a...
n
a

1n
a

n
1n10 =++++

+
− ， 則 方 程 xa...xaxa 1n

1n
1

n
0 −

− +++

=+ na 0 在 0 與 1 之間有至少一個根。 

  

28 
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單元 B4：微分法的應用 
特定目標： 
1. 學習和使用洛必達法則。 
2. 學習微分法的應用。 
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4.1    洛必達法則 
 

 
4 

 
  引入以下待定型的極限︰ 

    
0
0
，

∞
∞

， ∞⋅0 ， ∞−∞ ， 

    00，∞０
，1∞。 

 

  首先宜展示上述形式出現的例子。教師應講解洛必達法則
)x('g
)x('flim

)x(g
)x(flim

axax →→
= 以處

理
0
0 及

∞
∞ 待定型的極限。以下例題可作考慮： 

1. 
ex2e
xcoslim x2

2

x
2
1 −

π
→

 

2. 
)axtan(n
)axsin(nlim

ax −
−

+→ l

l  

 

  教師應強調必須先簡化
)x(g
)x(f

′
′

然後才計算極限，而此過程可不斷重覆直至
)x(g
)x(flim )m(

)m(

ax→

已定型。至於其他待定型的極限，可引入例題以展示該等極限可轉化為待定型
0
0
或

∞
∞

的

樣子，使可應用洛必達法則。以下例題可作考慮︰ 

1. )xcot
x
1(lim

0x
−

→
 

2. x
0x

xlim
+→
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4.2    變率 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.3    單調函數 
 

 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 

 
3. xtan

x
)x(sinlim

2
π→

 

而洛必達法則的證明則不包括在內。 
 

  藉着一些常用的量，如速度和加速度等，引入並詳細討論
dx
dy

作為 y 對於 x 的變率。

  可考慮以下例題︰ 
  1. 一雪球溶化時，其體積以恒速度x cm3/s.減少。當其半徑為a cm時。求其 

(a) 半徑的變率； 
(b) 表面面積的變率。 

  2. 一移動中的質點與一定點在時間 t 的位移 x 為 x  = a sin t + b cos t 。 
(a) 求該質點在時間 t 的速度和加速度，並描述其運動。 

(b) 證明在時間 t，其速度可表明為 222 xba −+ 。 
 
  作為開始，教師可引述以下直觀且顯而易見的結果： 
   

若 0)a(f >′ ，則對所有小過但充份接近 a 的 x 值 f(x) < f(a)，及對所有大過但充份接

近 a 的 x 值 f(x) > f(a)。 
 
  從幾何的角度看，以上結果可引伸至此語句 : 當 x = a 時 f(x)是嚴格地遞増。(注意︰

討論中的函數是連續和可導的。)相似的描述亦可用於當 x = a 時，f (x)是嚴格地遞減的。

由此，單調遞増的概念可被表達如下︰ 
 

若對所有在該區間的 x 值 0)x(f >′ ，則 f(x)在該區間內為一單調遞増的函數。 
 
教師應引導學生得出以下重要結果︰ 
 
若在區間 (a，b)內，f ' (x) > 0、函數 f(x)在 x = a 連續及 f (a) ≥ 0，則 f(x)在該區間內便

為正數。 
 
單調遞減函數的處理亦可用相同方法處理，學生可提供類似的描述。 
 
以上結果在證明一些如下的不等式時有着重要的相關性︰ 
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4.4     極大和極小 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
5 

 
(i) x1)x1( α+≤+ α ，對 0 < α < 1及 1x −≥  

(ii) x1)x1( α+≥+ α ，對 α < 0或 α >1及 1x −≥  

(iii) 
!3

xxxsin
3

−> ，對 x > 0 

 
  藉着引入曲綫的斜度的定義，教師應解釋及強調導數作為曲綫的斜度的幾何含意。

關於此點，教師可一再加強學生對曲綫的遞増或遞減的圖像理解。 
 
  當學生巳熟習以上知識後，教師可引導學生掌握辨認局部極大點及局部極小點(即曲

綫的轉向點)的能力。學生要學習以下關於判斷局部極值的情況︰ 
 
  對函數f(x)， 
  (a) 求 a致使 0)a(f =′ 及 
  (b) 檢查 0)a(f =′′ 的符號或檢查在 a的鄰域中 )x(f ′ 的符號改變。 
 
  教師應提醒學生以下事項： 

(i) 局部或相對極值未必為全局或絶對極值； 
(ii) 轉向點可於導數不存在的地方出現，如 3

2

xy = 及 y = |x|； 
(iii) 平穩點的導數為零； 

(iv) 0)a(f =′ 未能充份地判定 x = a 能給出局部極值，如
x
1sinx3 及 3x 。 

  教師應討論及示範與以上技巧有關的例題。接可討論拐點，常用的方法如下: 
(a) 求 a 致使 0)a(f =′′  
(b) 檢查在 a 的鄰域中 )x(f ′′ 的符號改變。 

 
  教師應提醒學生以下事項︰ 

(i) 於拐點，其導數未必相等於零； 
(ii) 0)a(f =′′ 未能充份地判定 x = a 能給出拐點，如 4x 。 

 
  因此，一些能展示不同方向的拐切綫的圖像會有很大的幫助。 
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4.5    曲綫描繪 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6 

 

 
  最後，對於當函數的定義域擴大或縮小時與其絶對值的關係，教師可加以簡單解

釋。 
 
 
  本課題開始前，學生先要學習求出曲綫上存在的垂直、水平及斜漸近綫。講解

時，教師宜運用例題以作解釋。例如：曲綫
1x

xy 2

3

−
= 。 

 
  學生應明白到垂直漸近綫可於不連續點出現，然後再學習當 x 趨向無限大時函數的表

現，例如 x
1x

xx
1x

x
22

3

→
−

+=
−

當 x 為充份地大，所以可理解到 y = x 為一漸近綫。 

 
  在完成本課題時，教師應幫助學生尋找、選取及組織所有有關的資料，以便能有系

統地描繪曲綫。以下事項值得注意： 

拐切綫

拐切綫 
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(1) 對稱於兩軸 : 檢查方程以探查對稱性 

(a) 如無y的奇數冪出現，曲綫則對稱於 x 軸 ； 
(b) 如無x的奇數冪出現，曲綫則對稱於 y 軸 ； 

  例如： 1
b
y

a
x

2

2

2

2

=+ 是對稱於兩軸。 

(2) x 及 y 的值域的限制 
例如：(a) 對 x4y2 = ，x必為非負數，而y則可取所有值。 

   (b) 對 )yx(ayx 22222 −= ，可寫成 22

22
2

ax
xay
+

= ，所以x可取所有值；但

當寫成 22

22
2

yx
yax
−

= ，明顯地 | y | < a。事實上，此曲綫是包含在漸

近綫 y = ± a 內。 
(3) 與兩軸的截距或任何在曲綫上容易見到的點。 

例如：對
2x

)2x(xy
−
+= ，曲綫的 x 截距為 −2 及 0；而曲綫僅與 y 軸相交於原點。

(4) 極大、極小及拐點。 
(5) 曲綫的漸近綫。 

 
  為了全面的學習這課題，教師在例題中要多提點學生須注意的地方。對於三角函

數，學生要注意曲綫的週期。至於用參數方程表達的曲綫則沒有特定要注意的法則，較

好的方法就是儘量求得相對的笛卡兒方程然後描繪。 
 
  教師應描繪一些能示範以上步驟常見的例子給學生參考。以下例子可作考慮： 
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1. y2 = ax3 

 

2. y2 (a − x) = x3 
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3. 22 ax
1y
+

=  

4. x3 − 3axy + y3 = 0
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20 

 

5. 
1x

xy 2

3

−
=  

 

69 
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單元B5：積分法 
特定目標： 

(1) 理解積分作為極限和的概念。 
(2) 學習有關積分的性質。 
(3) 理解積分基本定理。 
(4) 運用積分基本定理於積分的求值。 
(5) 學習一些求積分的方法。 
(6) 掌握廣義積分的基本概念。 
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5.1    黎曼積分的定義 
 

 
5 

 
  有關定積分的理論可由兩相異的途徑表達：其一為透過幾何直觀的進路，此外亦可

採用純分析的進路，前者需倚賴幾何的面積概念，而後者則引用定積分作為一代數和的

極限的概念而無需引用幾何概念。教師宜按學生所需决定其取向及施教次序。以下乃一

簡化的説法以供參考： 
 
  在區間 [a，b] 內，設 0)x(f ≥  及其圖像為有限和連續。 

 

用點 x0，x1，x2，…，xn 將[a, b]分成 n 個子區間其中 a = 10 xx < n1n2 xx...x <<<< − = b，

同時設 1ii xx −− 記為 ∆ xi 及 iξ 為在[xi−1，xi]內任一點。由曲綫 y = f(x)、直綫 x = a 及 x = b
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和 x－軸所包圍的區域的面積約為總和 ∑
=

∆ξ
n

1i
ii x)(f 。此外，當 n 増加而 max ( ix∆ ) → 0，

可求此面積的值而此總和的極限則定義為 f(x) 由 x = a 到 x = b 的定積分並記為 

∫
b 

a 
dx)x(f  ，即 ∑

=
=∫

→
∞→

n

1i
ix)i(flim    dx)x(f

b 

a 
0)xmax(

n
i

∆ξ
∆

 

 
其中記號 

f(x) 稱為被積函數； 
a  稱為下限； 
b  稱為上限而此總和則稱為黎曼和。 

教師和學生討論時，應強調下列各點： 
(1) [a，b] 是任意分割成子區間的﹔ 
(2) ∈ξi [xi−1，xi]是任意的； 
(3) 將定積分定義為總和的極限已先假設a < b。當 a > b  其值定義為 

      ∫∫ −=
a 

b 

b 

a 
dx)x(fdx)x(f  

 

而當 a = b 時， 0dx xf
a 

a 
=∫ )( (注︰若定積分是利用函數F(x)作定義的，則這些結果

可   視為定理；則 F(b) – F(a) = –[F(a) – F(b)] 及 F(a) – F(b) = 0 

教師應示範例題並加以説明以幫助學生充分明白。以下的例題可作參考。 
例一 

  ∫
b 

a 

x dxe   

若使用相等的區間 ∆xi =
n

ab − = h (設)，則 x0 = a ， x1 = a + h ， …，xi–1 = a + ( i –1 ) h。

設 iξ 為 1ix − ，即 ξi = a + ( i –1 ) h。 由於 max hxx ii =∆=∆ ， 
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  ∑
=

−=∑
=

−+=∑
=

=
→→→∫

n

1i
h)1i(ehelimh

n

1i
h)1i(aelim

n

1i
hielimdxe  a

0h0h0h

b 

a 

x ξ  

)1e(
)ee(hlim

)1e(
)1e(helim

)1e(
)1e(helim h

ab

0hh

ab
a

0hh

nh
a

0h −
−

=
−
−

=
−
−

=
→

−

→→
 

ab
h0h

ab
h0h

ab ee
e
1lim)ee(

)1e(
hlim)ee( −=−=
−

−=
→→

 

例二 

    ∫
b 

a 

m dxx  ，m≠–1  

    考慮n個區間其中 ax 0 = ， arx1 = ，…， i
i arx = ， barx n

n == 。當 ∞→n ， narb =

n
a
br

1

)(=⇔ 因 此 r→1 ， 同 時 max∆x i =∆x n = x n – x n – 1 = =−=− −− )r1(ararar 1n1nn

0)r1(b 1 →− − 。 

    設 1i
1ii arx −
− ==ξ  

    ∫
b 

a 
m dx x  = ∑

=

−−

→
−

n

1i

1iim1i
1 r

)arar()ar(lim  

      

1r
1r)1r(alim

)1r(ralim

1m

n  )1m(
1m

1 r

n

1i

)1i)(1m(1m
1 r

−

−
⋅−=

−=

+

+
+

→

=

−++

→
∑

 

      
1r

1r)r(alim 1m
1n)1m(1m

1 r −

−
⋅=

+
−++

→
 

            
1r

1r)ab(lim 1m
1m1m

1 r −

−
⋅−=

+
++

→
 

            m1r

1m1m

r)1m(
1lim)ab(
+

⋅−=
→

++  
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5.2    定積分的簡單性質 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 

      
1m
ab 1m1m

+
−=

++
 

 
  其後，教師仍須詳述下列各點： 

(1) 若f(x)在[a，b]是連續的，則f(x)在[a，b] 為可積的﹔ 
(2) 若f(x)在[a，b]是有界的和單調的，則f(x)在 [a，b]是可積的。 
 
教師可幫助學生從定義推導下列結果︰ 

(1) dx)x(f  kdx)x(kf  
b 

a 

b 

a ∫∫ = ，其中k為常數。 

(2) ∫∫∫ +=+
b 

a 

b 

a 

b 

a 
dx)]x(g)x(f[  dx)x(g  dx)x(f  。 

(3) ∫∫∫ +=
b 

c 

c 

a 

b 

a 
dx)x(f  dx)x(f  dx)x(f  而c是在區間 [a，b] 內或外任一點。 

(4) 若在[a，b]，對應於所有x的值，f(x) ≥ g(x)，則 ∫∫ ≥
b 

a 

b 

a 
dx)x(g  dx)x(f  。 

(5) 若在[a，b]，對應於所有x的值， )x(|)x(f| φ≤ ， 

則 ∫∫ ≤
b 

a 

b 

a 
dx)x(   dx)x(f  φ 。 

  其中的特例有 (a) 若 |)x(f|)x( =φ ，則 ∫∫ ≤
b 

a 

b 

a 
dx|)x(f|  dx)x(f  。 

(b) 若 M)x( =φ ，而M 為常數，則 )ab(M dx)x(f   
b 

a 
−≤∫ 。

可和學生討論一些簡單而直接的應用如下： 

(1) 若對x > 0 ，f(x) 是正的和單調遞増的，試證明 )n(fdx)x(f  )1n(f
n 

1n 
≤≤− ∫ −

。
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5.3    積分中值定理 
 
 

 
 
 
 
 
2 
 

 

(2) 
n4

 dx
x1
nxsin 

n
1 

1 

0 
2

π
≤

+∫ 。 

 
此定理宜以一簡化的形式表達，即如︰ 

若 f(x) 在 [a, b] 是連續的，則在（a，b）中存在一數 ξ，而且 ∫ −⋅=
b 

a 
)ab()(fdx)x(f  ξ

 
  從附圖中可容易看出要傳達的概念。學生應不難明白 f(ξ)(b−a)原來的意義就是矩形

ABCD 的面積。 
 

 
� 

  如果想要一較形式化的證明，則可以用 5.2 所提及的性質和連續函數的性質，而其中

特別可用介值定理。 
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5.4  積分基本定理及其於計算積分的

應用 
 

 
4 
 

 
  積分的第一基本定理如下： 
 
  設 f(x) 在 [a，b] 是連續的及 

  設 F(x) 的定義為 dt)t(f  )x(F
x 

a ∫= ，其中 bxa ≤≤ ， 

 
  則  (i) F(x) 在 [a，b] 是連續的 

    (ii) F(x) 在 (a，b) 是可微的和 )x(f)x(F
dx
d = 。 

亦可以簡化的形式如下 ： 

若 f (x) 是連續的，則函數 dt)t(f  )x(F
x 

a ∫= 是可微的且其導數相等於被積函數當

在積分上限時的數值，即 F ′ (x) = f(x)。 
 

教師應和學生詳細討論而學生可在教師指導之下引用積分的中值定理來證明此定

理。 

(註：教師應在教授此定理之後立即詳述下列各點： 
(1) 若一函數 F(x)的導數與被積函數 f(x)是相等的，則 F(x)被稱為 f(x)的原函數。

(2) 若同一被積函數的兩個原函數為 F(x) 和 G(x)，則 F(x) −G(x) 的導數是恒等於

零的，因此 F(x) – G(x)是常數。) 
 
至於積分的第二基本定理，教師亦可以同樣手法幫助學生導出。可考慮下列的方式： 

設 f(x) 和 F(x)在[a，b] 是連續的； 

若對於 a < x < b， )()( xfxF
dx
d

= ，則對於 a < x ≤ b 

)a(F)x(Fdt)t(f  
x 

a 
−=∫ ，而其中 )a(F)b(Fdx)x(f  

b 

a 
−=∫  
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5.5    不定積分法 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6 

 
  教師應示範一些有啟發性的例題以増強學生對上述定理的全面理解。在計算定積分

時一方面將其視為一無限的總和而另一方面可求有關的原函數作為另一方法。由此可以

提高學生對利用微分的逆運算來計算積分的認識。 
 
教師可先用簡單的例題如 

  
3
a

3
bdxx  

33b 

a 

2 −=∫  

 
而最後用其他有趣的應用題如下： 

(1) 若考慮 
x
1)x(f =  在區間 [1，2]，則可以建立以下的結果 

K+
+

+
+ 2n

1
1n

1 →+
n2
1 2nl 當 n → ∞， 

(2) 若考慮 2x1
1)x(f
+

= 在 (0，1)，則可以證明當 ∞→n 時，
4nr

1  n
n

2r
22

π
=

+∑
=

。

 
  作為上述的延續，學生應將注意力集中在求原函數的機械程式作為計算定積分的另

一方法。代表 f(x)的不定積分的記號 ∫ dx)x(f 應介紹如下︰  

 

  若 )x(f
dx

)x(dF = 成立，則稱F(x)為f(x)的不定積分，且記為 ∫= dxxfxF )()( 。        

 
教師亦應指出 f(x)的不定積分不是唯一的及若 F(x)是 f(x)的一個不定積分，則 F(x)+c 

(其中 c 是一常數)是另一個，而以 ∫ dx)x(f 作為 f(x)的原函數。  

  學生應能夠運用下列公式求不定積分，事實上，教師可鼓勵學生導出部分或全部公

式。  

(1) ∫ +
+

=
+

c
1n

xdxx  
1n

n ，n ≠ −1 
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(2) c)x(n
x
dx  +=∫ l  

(3) ∫ += cedxe  xx  

(4) ∫ += cnaadxa xx l  

(5) ∫ +−= cxcosdxxsin  

(6) cxsindxxcos +=∫  

(7) cxsecdxxtanxsec +=∫  

(8) ∫ += cxtandxxsec 2  

(9) cecxcosdxxcotecxcos +−=∫  

(10) cxcotdxxeccos 2 +−=∫  

(11) cxsecndxxtan +=∫ l  

(12) cxsinndxxcot +=∫ l  

(13) ∫ +=
+

− cxtan
x1

dx 1
2  

(14) ∫ +=
−

− cxsin
x1

dx 1

2
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5.6    求積分的方法 
   (A) 代換法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 

 
  教師亦可提醒學生以下性質： 

(1) ∫ ∫= dx)x(f kdx)x(kf ，其中k是一常數 

(2) [ ] ∫∫∫ +=+ dx)x(g dx)x(f dx)x(g)x(f  

 
  應鼓勵學生對各樣的不定積分做足夠的練習。因此可測試他們巳掌握了基本運算，

而可以順利學習其後的技巧。 
 
 

  教授代換法時，對代換公式 ∫ ∫ ′= dx)x(g)]x(g[f du)u(f 無需作嚴謹的證明，但教師

宜開始時先用簡單和明顯的例子如下︰ 

  ∫ +1x
dx 、 ∫ + dx)1x( 10 、 dx

x
xcos ∫ 、 ∫ dxxcosxsin 5 、 ∫ xnx

dx 
l

等。 

  在某些積分中，當g′(x) 並不明顯時，g(x)是要推測出來的，例如 

    ∫ −
+ dx

e1
e1 x

x

、 ∫ − dxx1 2 等。 

 
學生須透過大量有關的練習以發展這些技巧，以下是一些例子 

(1) ∫ +
2

 

0 xsin2
dx  

π

 

(2) ∫ + x eccosxcot
dx  

(3) ∫ −1e

dx 
x

(設 )eu x=  

(4) ∫ +4 x

x2

1e

dxe (設 )1eu x +=  
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(5) ∫ −− )xb)(ax(
dx 其中b > a（設 x = acos2θ + bsin2θ） 

(6) ∫ +
+1 

0 
2 dx

x1
)x1(nl (設 x = tanθ )  

 
  教師亦應和學生討論下列有用的結果，並舉實例説明︰ 

(1) ∫∫ −+=
b 

a 

b 

a 
dx)xba(f  dx)x(f  而其中 ∫∫ −=

a 

0 

a 

0 
dx)xa(f  dx)x(f   

(2) 若 )xa(f)x(f −= ，則 ∫∫ =
a 

0 

a 

0 
dx)x(f  

2
adx)x(xf   

而其中 ∫∫ =
ππ π  

0 

 

0 
dx)x(sinf  

2
dx)x(sinxf   

(3) 若f(x) 是一週期w的週期函數，則 ∫∫ =
+ w 

0 

wa 

a 
dx)x(f  dx)x(f   

(4) 若f(x) 是一偶函數，則 ∫∫ =
−

a 

0 

a 

a 
dx)x(f  2dx)x(f   

(5) 若f(x) 是一奇函數，則 0dx)x(f  
a 

a 
=∫−  

(6) ∫∫∫ ==
π

ππ  

0 

2

0

2

0
dx)x(sinf  

2
1dx)x(sinf dx)x(cosf  

 
可考慮下列有關的例題： 

(1) dx
xcosxsin

xcos 

0 

3

∫ +

π
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   (B) 分部積分法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 

(2) dx
xcos1

xsinx 

0 
2∫ +

π
 

(3) 證明 ∫∫ −=−
a 

0 

mn
a 

0 

nm dx)xa(xdx)xa(x 並由此計算 dxx8x
8 

0 

32∫ −  

(4) ∫−
π

π

 

 

4 xdxsinx   

(5) 證明 ∫∫ +
=

+
2

 

0 

2
 

0 
dx

xsinxcos
xsindx

xsinxcos
xcos

ππ

並由此計算此積分。 

(6) 證明
4

dx
xcosxsin

xcos2
 

0 
nn

n π
π

=
+∫  

 
  

  分部積分的公式 ∫ ∫ ′−=′ dx)x(f)x(g)x(g)x(fdx)x(g)x(f 或 ∫ ∫−= vduuvudv  

 
可利用直觀幾何的方法來證明。 
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圖中提供上述公式一個非形式化的幾何解釋： 

∫ vdu 代表區域 A 的面積； 

∫ udv 代表區域 B 的面積； 

uv 代表 OPQR 的面積而由此可得出上述公式。 
 
應用具代表性的例題作説明時可包括 

∫ dxxex 、 ∫ xdxsinx 和 ∫ xdxnl 。                   

 
學生混合使用代換法和分部積分的公式，就可以處理很多種類的積分，例如︰ 

(1) ∫ dxbxcose ax  

(2) ∫ +− dx)x1(nxtan 21 l  

(3) dxxn)
x
1

x
1( 2 l∫ +  

(4) ∫ −
1 

0 

1 xdxsin   

(5) ∫ −
1 

0 

1 dxxtanx   

(6) ∫ +
2

0
22222 )xsinbxcosa(

dxxsinxcosx 
π
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   (C) 歸約公式 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (D) 利用部分分數計算積分 

 
5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
  歸約公式是用一組函數中較簡單的函數的積分來表達函數組中任一函數的積分。歸

約公式通常是利用分部積分的方法求得。在三角函數的積分中此法被廣泛利用。可考慮

下列具代表性的例題： 
 

(1) 設 ∫ 4
 

0 

n dxxtan
π

可記為 nI ，證明 2nn I
1n

1
I −−

−
= ，n ≥ 2。由此計算 4I 的值。

(2) 設 ∫ +
= n22n

ax

dxI
)(

，求 nI 的歸約公式，然後計算 ∫ +

a 

0 
322 )ax(

dx
的值。 

(3) 若 dxexI
2xn

n ∫= ，證明對 n > 2， 2n
x1n

n I)1n(
2
1ex

2
1I

2

−
− −−= 。 

 

  有理代數函數的積分是可先將數式分解成部分分數後完成，一般有四類分式： 

  ∫ + bax
Ldx 、 ∫ + r)bax(

Ldx 、 dx
)cbxax(

MLx
2∫ ++

+ 和 ∫ ++
+

r2 )cbxax(
MLx dx。 

 
  學生處理前三類的分式應沒有特別的困難，但若遇到最後那類分式時，則須要應用

歸約公式了。 

  以下是一些可作討論的例題︰ 

(1) dx
1x
3x 

1  

1  ∫ − +
+  

(2) dx
2x3x

x  
2

2∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

 

(3) 設 ∫ −
= n4n )x1(

dxI ，證明當 1n ≥ ， n4n1n )x1(
xI)1n4(nI4

−
+−=+ 並求

dx
)x1(

x
44

8

∫ −
的值。 
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5.7    廣義積分 
 

 45  
 41 

 
  應介紹廣義積分的基本概念而學生預期可認識第一類廣義積分，即 

  ∫∞→

b 

a b
dx)x(f  lim 或 ∫−∞→

b 

a a
dx)x(f  lim2 並可簡單記為 ∫

∞ 

a 
dx)x(f  或 ∫ ∞−

b 

 
dx)x(f   

 
及第二類廣義積分，即 

  當 ∞=
→

)x(flim
a x

， ∫∫ +→ +
=

b 

ha 

b 

a h
dx)x(f    limdx)x(f  

0
和 

  當 ∞=
→

)x(flim
bx

， ∫∫
−

→ +
=

hb 

a 

b 

a h
dx)x(f      limdx)x(f  

0
 

 
  屬於第一類而具代表性的例子有： 

  (1) ∫
∞

+

 

0 x1
dx  

  (2) ∫ ∞−

1  

  
2x

dx  

  教師宜提出 ∫
∞ 

1 
2x

dx
作例題，但指明這不是一廣義積分因其極限並不存在。    

  第二類廣義積分的例題有 ∫
1 

0 x
dx  和 ∫− −

1 

1 x1
dx  。      

  同樣地，教師可用 ∫
1 

0 x
dx  作說明，這亦不是一廣義積分因其極限亦不存在。   
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6.1    平面面積 
 

 
5 

 
  作為定積分定義的延續，由曲綫 y = f(x)、垂直綫 x = a、x = b 及 x－軸包圍的面積可以

根據有關函數的性質(即函數圖像在 x－軸之上或之下)用下列方法計算出來。 
 
情況(1)：當y = f(x)在區間[a，b]內連續及非負，則面積可以下式表示 

∫
b 

a 
dx)x(f   

 
 
 

 
          
情況(2)：當 y=f(x)在區間[a，b]內連續及非正，則面積可以下式表示 

∫−
b 

a 
dx)x(f  
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情況(3)：當 y = f(x)在區間[a，b]內連續及取值時正時負，則可以下列簡例的程序求其面

積。 

 

面積表示式為 ∫∫ −
b 

c 

c 

a 
dx)x(f  dx)x(f  。 

 
  教師宜提醒學生在計算圖像在 x－軸之下的面積時應留意加入負號，並應鼓勵學生先

作函數草圖以獲得更清晰的了解。 

及 
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  教師也應就曲綫圖像與 y－軸所圍成的面積的各個不同情況詳加闡釋， 下面是一個例

子。 

 

  面積表示式為 ∫−
d 

c 
xdy  。 

 
  至於由兩條曲綫所圍成的面積的計算，教師可與學生詳細討論下列圖示的方法及其

變着，並應利用足夠的例子加以說明。 
 

 
 
 
 
y = g(x) 
 
 
 

面積 = dx)]x(g)x(f[  
b 

a ∫ −

 

   

內容 時間 
分配 

教學建議 

87 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

面積= dx)]x(f)x(g[  
c 

a ∫ −

      + 

dx)]x(g)x(f[  
b 

c ∫ −

 
 

  當曲綫以極方程 )(fr θ= 表示，則曲綫與兩半徑圍成的面積為 θ
β

α
dr

2
1  

 

2∫ 。 
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6.2    弧長 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 

     
  當曲綫以參數方程形式表示時，例如 x = x(t)；y = y(t)，則所圍成的面積以下式表示

    dt
dt
dxy

dt
dyx

2
1 1

0

t 

t ∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − ，其中 A 及 B 點的參數分別為 t0 及 t1。 

 
  要令學生掌握計算面積的技巧，教師宜引入更多例子，包括不同方法及其變着，使

學生有更深入的了解。下列例子可加入考慮： 
(1) 求拋物綫 y2 = 5−x 及直綫 y = x+1 所圍成的面積。（註：此面積可以對 x 或對 y

積分而求得，教師宜示範兩個方法。） 

(2) 證明心臟綫 )cos1(ar θ+= 所圍成之面積為
2

a3 2π
。 

(3) 利用橢圓的參數方程 x = acosθ；y = bsinθ，證明橢圓的面積為πab。（註：教師

宜指導學生利用圖像的特別幾何性質，例如對稱性質，去簡化計算過程。）

 

曲綫 y = f(x)在兩點 x = a 及 x = b 之間的弧長以 dx)
dx
dy(1

b 

a 

2∫ + 表示。 

 
若曲綫以參數形式 x = x (t)；y = y (t)表示，則由 t = t1 至 t = t2 之間的弧長為  

  dt)
dt
dy()

dt
dx(

2

1

t 

t 

22∫ + 。 

若曲綫以極形式 r = r(θ)表示，則由 θ  =α至 θ = β之 間的弧長為 ∫ +
β

α
θ

θ

 

 

22 d)
d
dr(r 。

 
教師可用下列建議的例子作說明或與學生討論之用。 
(1) 證明閉合曲綫（星形綫）x = acos3θ ﹔y = asin3θ的周界為 6a。 

(曲綫圖形的對稱性可加利用) 
(2) 證明心臟綫 r = a(1 + cosθ) 的周界長度為 4a。 
(3) 求曲綫 x3 = 8y2 由 x = 1 至 x = 3 的弧長。 
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6.3    旋轉體的體積 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
(註：教師在選擇曲綫作示範用途時，宜留意與橢圓有關的例子，在可能範圍內應與學生

作簡短的討論，藉以擴闊他們對數學其他支派的認識。教師可參考下列方法，並作

簡單介紹： 

 對橢圖 θsinax = ； θcosby = ，恆有 

  +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ
θθθ

22
222

cosa
d
dy

d
dx

d
ds )sine1(asinb 22222 θθ −= ， 

其中 e =
a
b

為離心率。由短軸一末端起計之弧長 s 是 θθ
φ

d sine1 a
 

0  

22∫ − 。此積分

不能以有限形式的初等函數表示，它是第二類的橢圓積分，並通常以 ),e(E φ 表示。

為了完整起見，教師可引入第一類橢圖積分，即 ∫ −

φ

θ

θ 

0 22 sine1

d
，它通常以

),e(F φ= 表示。） 
 
  在教授旋轉體的體積時，教師宜與學生討論旋轉體的形成及其意義，同時也應引入

旋轉軸這名詞，好讓學生能認識及分辨由某個曲綫綫段或面積沿着某一旋轉軸旋轉而成

的旋轉體，之後教師可教授下列兩個常用計算旋轉體的體積的方法： 
 
(1) 圓盤法 
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  教師宜向學生強調圓盤元素體積 V∆ 或 dV 的公式為 dxydV 2π= ，它代表圖盤的體

積。整個固體的體積為 ∫
b 

a 

2dxy  π 。教師更可向學生介紹曲綫沿 y－軸旋轉所形成的體積

是 dyx  
d 

c 

2∫π 。 

 
(2) 外殼法 

 
 

在這裏，元素體積是 xydx2π 及整體體積為 ∫
b 

a 
xydx  2π 。 

  有些情形，旋轉體的體積可能由曲綫沿着 x－軸或 y－軸以外的綫旋轉或將兩曲綫圍

成的面積旋轉所形成，所以教師宜利用例子將各種可能情況加以闡明，並推導下列公式

供學生參考。 

  ∫
b 

a 
  π [[f(x)]2 − [g(x)]2] dx 或 ∫

d 

c 
   π [[f(y)]2 − [g(y)]2] dy 

   
  教師宜提供足夠的例子作說明，下列例子可作參攷。 
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6.4    旋轉體的表面面積 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
(1) 證明由橢圓 x = acos θ；y = bsin θ 沿 x－軸旋轉所形成的體積是 2ab

3
4
π 。  

(註：教師可要求學生從結果引申出半徑為 r 的圓球體體積。) 

(2) 求將曲綫 y=x3、直綫 x = 2 及 x－軸所圍成的面積沿直綫 x = 2 旋轉所形成的體

積。 
(註：教師可用圓盤法和外殼法兩個方法解這問題。) 

   

 將曲綫 y = f(x)上由 x = a 至 x = b 的弧沿 x－軸旋轉所產生的表面面積是 ∫
b 

a 
yds2π

其中 ds 是弧長的元素，該面積公式通常以 dx)
dx
dy(1y2

b 

a 

2∫ +π  表達。若同樣的弧長沿

y－軸旋轉，表面面積為 ∫
d 

c 
xds  2π  或 dy)

dy
dx(1x2

d 

c 

2∫ +π  其中 c 及 d 分別為該弧末端

的縱坐標。 

  若曲綫以極形式表式並以θ為自變量，則面積為 θ
θ

π
β

α
d

d
dsy2

 

 ∫ 其中 y= rsinθ及 =
θd

ds

22 )
d
dr(r
θ

+ 。同樣地，若曲綫以參數形式 x = x(t)；y = y(t)表示，由 t = t0 至 t = t1 之曲綫

部分長度沿 x 一軸旋轉所形成的表面面積是 

  dx)
dt
dy()

dt
dx()t(y2

1

0

t 

t 

22∫ +π 。 

   
  教師可與學生討論下列例子： 

(1) 證明拋物綫由原點至(4，4)的弧長沿 x－軸旋轉形成的表面面積為 55(
3

8π

−1) 。 

(2) 證明心臟綫 )cos1(ar θ+= 沿始綫旋轉所產生的表面面積為 2a
5

32
π 。 
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6.5    和的極限 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 
(3) 證明旋輪線 )sin1(ax θ−= ； )cos1(ay θ−= 沿 x－軸旋轉所形成的表面面積為

2a
3

64
π 。 

(4) 證明星形線 tcosax 3= ， tsinay 3= 沿 x－軸旋轉所形成的表面面積為 2a
5

12 π 。

    
 

  這是一個應用定積分有趣的課題。教師宜利用一些簡單但明顯的例子如  

  22222 n
n

n
1n

...
n
3

n
2

n
1

+
−

++++  

作為引入，並提供適當的提示，使學生能發現合適的定積分、積分區間與恰當的分割，

而最重要是能選取正確的被積函數，來表示無限級數的極限。對此例而言，被積函數

為 f(x) = x ，區間為[0 , 1] 而分割為 0，
n
1 ，

n
2 ，

n
3 ，…，

n
1n − ，1。學生不難發現下列結

果： 

  ∑
=

⋅=+++
∞→∞→

n

1i n
 1   

n
 i lim)

n
n...

n
2

n
1(lim

n222n
 

             ∫=
1 

0 
xdx  

             
2
1

=  

              
教師可提供更多如下列之例子 

(1) 2n
x1

dx)
1n2

1...
1n

1
n
1(lim

1 

0 n
l=

+
=

−
++

+
+ ∫∞→

 

(2) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+
++

+
+

∞→ 2222n )1n(n
n

...
1n

n
n
n

lim
4x1

dx1 

0 
2

π
=

+
= ∫  
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20 
13 

 

(3) )
)(

...
)(

(lim
1n2n

1
1nn

1

n

1
2n −

++
+

+
∞→

)

n
1n1

1...

n
11

11(
n
1lim

n −+
++

+
+=

∞→
 

)12(2
x1

dx1 

0 
−=

+
= ∫  

 
務求使學生獲得更深入的了解及增進他們的運算技巧。下列是一個值得與學生討論的例

子： 

求 
n

!nlim
n

n ∞→
。先將它轉換為 

  ∑
=

=
∞→

n

1i
)

n
i(n

n
 1 lim      y n

n
ll ，其中

n
ny

n

n

!lim
∞→

=  

       
1

xdxn   
1  

0  

−=

= ∫ l  

故得    1ey −=  
(註：教師教授此部分時，可令學生參考單元 B5，使他們能與黎曼和作為和的極限聯系起

來。) 

教師必須提醒學生並不是所有和的極限都可用此法解答，調和級數， ∑
n
1 ，是其中

一個例子。 
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單元 B7：解析幾何 
特定目標： 
1. 學習除直角坐標外的另一種坐標系：極坐標。 
2. 學習二次曲線。 
3. 利用代數方法，學習解決軌跡問題。 
4. 解決有關問題。 

內容 時間 
分配 
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7.1 基本解析幾何知識 

 
5 

 
  學生除了對中學數學解析幾何內容有所認識外，學習此單元的其他課題應先掌握下

列知識： 
(1) 外分點； 

(2) 直線圖形的面積      

yx
yx

yx
yx

         
2
1

11

nn

22

11

MM× ； 

(3) 求兩直線的交角時所用公式  
21

21

mm1
mm

tan
+
−

=θ ； 

(4) 直線的法線式； 
(5) 兩直線之間的角平分線； 
(6) 直線族及 
(7) 圓族。 

 
  學生應懂得極坐標系及直角坐標系之間的轉換，並應掌握曲線方程在兩個坐標系之

間的轉換方法。 

  由極坐標轉為直角坐標：
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sinry
cosrx
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7.2    於極坐標系的曲綫描繪 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

 

由直角坐標轉為極坐標：
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠=

+=

所在的象限，是由，並且其中，  y)(x   0    x        
x
ytan

yxr 22

θθ

決定。 
 
 
  學生應懂得極坐標曲線方程的繪圖，因為在「積分的應用」一課中需要對這種繪圖法

有基礎認識，以下是一些學生應懂得繪畫的簡易極形式曲線方程： 
 

(1) 直線： 
 

θ = k，其中 k 為一正常數； 
r cos θ = a ( 垂直於 x – 軸的直線)  

(2) 圓： 
 

r = k，其中 k 為一正常數； 
r = sin θ  

(3) 拋物線： r = (1 + cos θ ) = k，其中 k 為一常數 
(4) 心臟線： r = a (1 – cos θ )，其中 a 為一常數 
(5) 玫瑰曲線： r = a sin 3θ 
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7.3    於直角坐標系的圓錐曲綫 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 

 
(6) 螺線： 
 

θ=r  

 
 
 

  學生應可以分別各圓錐曲線的標準方程，包括： 

    ax4y2 =     (拋物線) 

    1
b

y

a

x
2

2

2

2
=+    (橢圓) 

    1
b

y

a

x
2

2

2

2
=−    (雙曲線) 

    2cxy =      (等軸雙曲線) 
 
其參數表達形式亦應加以學習，包括： 

y = rsinθ；  x = rcosθ (橢圓) 
y = bsinθ；  x = acosθ (橢圓) 
y = btanθ；  x = asecθ (雙曲線) 

y =
t
c ；  

x = ct (等軸雙曲線) 

y = 2at；  x = at2 (拋物線) 

對雙曲線的漸近線亦需要有所認識，而對圓錐曲線的其他性質例如離心率、焦點及準線

等亦可教授但不需特別強調。 
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7.4    圓錐曲綫的切綫及法綫 
 

 
6 
 

 
  學生應懂得運用不同方法去找出圓的切線。經過簡單圓形 x2 + y2 = a2 上一點 (x1，y1)
的切線方程為 x1x + y1y = a2，其法線方程則為 x1y −y1x =0。這些基本結果的導數亦可在

此介紹以啟發學生思考及計算如以下的例子以強調其基礎方法： 

  計算經過圓形 x2 + y2 +2gx + 2fy + c = 0 上一點(x1，y1) 的切線方程， 
(i) 可利用切線與圓形半徑的垂直關係； 

(ii) 設切線方程為 y = mx+k，利用聯立方程
⎩
⎨
⎧

=++++
+=

0cfy2gx2yx
kmxy

22 有等根的關

係。 
 
  並應注意到方法(ii)是可以應用於一點 (x1，y1) 不在圓形的情況上。在此可以得到經

過圓形 x2 + y2 +2gx + 2fy + c = 0 上一點 (x1，y1) 的切線方程為 x1x + y1y + g(x + x1) + 
f(y + y1) + c = 0。若將其結果普及，應可得到下列結果： 

(a) 經過拋物線 y2 = 4ax 上一點(x1, y1)的切線方程為 y1y = 2a(x + x1) 

(b) 經過橢圓 1
b
y

a
x

2

2

2

2

=+ 上一點(x1, y1)的切線方程為 1
b

yy
a

xx
2

1
2

1 =+  

(c) 經過雙曲線 1
b
x

a
x

2

2

2

2

=− 上一點(x1, y1)的切線方程為 1
b

yy
a

xx
2

1
2

1 =−  

(d) 經過等軸雙曲線 xy = c2 上一點(x1, y1)的切線方程為 y1x + x1y = 2c2 
 
  在找到切線方程後，學生應對法線方程問題上不會有任何因難的。 
 
  當二次曲線方程是以參數式表達時，其有關的結果亦應考慮。教師應引導學生找出

下列結果： 

(a) 拋物線
⎩
⎨
⎧

=
=

at2y
atx 2

的切線方程為 at
t
xy +=  

(b) 橢圓
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sinby
cosax 的切線方程為 1sin

b
ycos

a
x

=+ θθ  

(c) 雙曲線
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

tanby
secax 的切線方程為 1tan

b
ysec

a
x

=− θθ  
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5 
 
 
 
 
 
4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.5    於直角坐標系的軌跡問題 
 
 
 
 
 

7.6    平面曲綫的切綫及法綫 
 

31 
27 

 

(d) 等軸雙曲線
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

t
cy
ctx

 的切線方程為 ct2ytx 2 =+ 。 

 
  為了使到學生能理解基本概念，並能掌握和運用所學技巧，切點弦的基本概念亦應

予以討論。 
 
  學生應對一組能夠符合一系列的限制條件而又能利用直角坐標方程來表達的點的軌

跡方程加以學習，例如： 
(1) 當一點與一固定點的距離不變，其移動的軌跡為一圓形。 
(2) 當一點與一固定點及一固定直線之間的距離相等，其移動的軌跡為一拋物線。

(3) 當圓形在一直線上滾動時，圓周上一點的軌跡為旋輪線。 
 
  當學習了微分學後，學生應可應用微分法去計算平面曲線在直角坐標系上的切線和

法線方程。利用微分公式及鏈式法則，學生應可找出以隱函數式或參數式定義的曲線的

切線和法線方程。教師應當在這課題上作出適當安排，因應學生的能力，將這個單元作

為微分學的深入應用前的引例，或作為基本微分學應用的延續。 
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