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示例一：  
 

算术中项  ≥ 几何中项  
 
 
目标：  证明「算术中项  ≥  几何中项」（不需使用反向归纳法）  
 
预备知识：  (1) 数学归纳法原理  
   (2) 证明绝对不等式的基本技巧  
 
活动内容：  

 

假设  
n

aaaA n
n

+++
=

L21  及  n
nn aaaG

1

21 )( L= ，其中 是 n 个正数。

根据《中学课程纲要纯粹数学科（高级程度）1992》，若有需要，教师可利

用反向归纳法证明算术中项  ≥  几何中项。然而，「反向归纳法」已在本课

程中删去。以下是证明此不等式的一些其它方法：  

na  a a ,,, 21 K

 
方法一  
  及   明显成立。  11 GA = 22 GA ≥

假设   是真确的，其中 k 是一个大于或等于 2 的正整数。  kk GA ≥

当  ，  1+= kn

情况 (i) 若  ，则  121 +=== kaaa L 11 ++ = kk GA  明显成立；  

情况 (ii) 若   不是尽皆相等，在不失一般性的情况下，可假

设

121 +ka , ,a ,a K

121 +≤≤≤ kaaa L  及  11 +< kaa .  
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假设  。因为  ，可得出  11 += kaay kk GA ≥
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在不等式左右两方同时加上  2
11

1

1

1

)( ++

+

+
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k
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G
a

，可得出  
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因此，我们可得出  1
1

1

11

2

1

1 +>++++
+

+

+++

k
G
a

G
a

G
a

G
a

k

k

k

k

kk

L .  

∴   成立。  11 ++ > kk GA

合并情况 (i)及 (ii)的结果，可得出  .  11 ++ ≥ kk GA

根据数学归纳法原理，可知对所有自然数 n，  皆成立。  nn GA ≥

 
方法二  
  及   明显成立。  11 GA = 22 GA ≥

假设   是真确的，其中 k 是一个大于或等于 2 的正整数。  kk GA ≥

假设   和   的几何中项及算术中项分别为 M 及 L，  
444 3444 21

K

項 1

111

)k(

kkk , A, , AA
−

+++ 1+ka

则  M= kk
kk Aa

1

)( 1
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−
++  及  L= ( )[ ]11 11

++ + kk A-ka
k

.  

利用归纳法的假设  LM ≤ ，可得出  
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k

.  
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( ) }11{(
2
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k

 

1+= kA  

即   k
k

k
k

k
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∴  成立。  11 ++ ≤ kk AG

根据数学归纳法原理，可知对所有自然数 n，  皆成立。  nn GA ≥

 
方法三  
  及   明显成立。  11 GA = 22 GA ≥

假设   是真确的，其中 k 是一个大于或等于 2 的正整数。  kk GA ≥

当  ,   1+= kn

情况 (i) 若  121 +=== kaaa L ，则  11 ++ = kk GA  明显成立；  

情况 (ii) 若 不是尽皆相等，在不失一般性的情况下，可假设  121 +ka , ,a ,a K

121 +≤≤≤ kaaa L  及  11 +< kaa .  

因为  ，可得出  kk GA ≥
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∴  .  )1()1(1 1 rrkr kk −+>− +

 

从而，我们可得出  。  kkk rkrkr )1()1(1 11 +>++− ++

∴   kk rkkr )1(11 +>++

因为   1
1

121 )1( +
+

+ +≥++++ k
k

kk akraaaa L

∴  1121 )1( ++ +>++++ k
k

kk arkaaaa L
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1
121)1( +

++= k
kkaaaak L  

∴   成立。  11 ++ > kk GA

合并情况 (i)及 (ii)的结果，可得出  .  11 ++ ≥ kk GA

根据数学归纳法原理，可知对所有自然数 n，  皆成立。  nn GA ≥
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方法四  
  及   明显成立。  11 GA = 22 GA ≥

假设   是真确的，其中 k 是一个大于或等于 2 的正整数。  kk GA ≥

当  ,   1+= kn

情况 (i) 若  121 +==== kk aaaa L ，则  11 ++ = kk GA  明显成立；  

情况 (ii) 若   不是尽皆相等，在不失一般性的情况下，可假

设  及  .  

121 +ka , ,a ,a K

121 +≤≤≤ kaaa L 11 +< kaa

由此可推得  k
k

k1k Gaaaa =>+ L21 ，即  01 >−+ kk Ga 。  

利用归纳法的假设，  
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利用二项式定理，可得出  
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k    （所有项皆为正数）  
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∴  成立。  11 ++ > kk GA
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合并情况 (i)及 (ii)的结果，可得出  .  11 ++ ≥ kk GA

根据数学归纳法原理，可知对所有自然数 n，  皆成立。  nn GA ≥

 29 



示例二：  
 

平面面积  
 
 
目标：  证明参数方程 x=x(t),  y=y(t)表示的曲线及直线 OA、OB 所包围

的面积是  ∫ −
1

0

d)
d
d

d
d(

2
1 t

t
t

t
xy

t
yx   ……………(*) 

其中 t0 及  t1分别为曲线上A点和B点的参数。  
 
预备知识： (1) 应用定积分在笛卡儿坐标系中找出曲线下的面积  

(2) 积分基本定理  
 
活动内容：  
 
部份教师习惯利用极坐标系统的方法去证明上述公式 (*)。当曲线以极方程

)(θfr = 表示，则曲线与两条半径 αθ = 、 βθ = 所包围的面积为 ∫
β

α
θd

2
1 2r 。  

公式 (*)可由 ∫
β

α
θd

2
1 2r  容易导出。有关极坐标系统的内容已从本课程删除。

下面提出一个 (*) 的证明方法供教师参考：  
 
 

O 

B(t1)

A(t0)

C D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
上图是一条以参数方程 x=x( t),  y=y(t) 表示的曲线。 t0 及  t1 分别为曲线上

A点和B点的参数。在不失一般性的情况下，可假设当 t值增加时，曲线是连

续及以逆时针方向变化的。  
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有阴影部分的面积  = ΔBOC 的面积  + ABCD 的面积  −  ΔAOD 的面积  

     =
2
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利用积分的第二基本定理（见附录二第 67 页）  

可得出  .  ∫
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=
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       = ∫ −
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参数方程 x=x(t)、y=y(t)、直线 OA 及 OB 所包围的面积是 ∫ −
1

0

d]
d
d

d
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2
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t
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t
xy

t
yx .  
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示例三：  
 

二项式定理  
 
 
目标：  证明正整指数的二项式定理  
 
预备知识：  实系数多项式方程的根与其系数的关系  
 
活动内容：  
 
大部份教师会应用数学归纳法原理去证明正整指数的二项式定理。以下是

另下一个方法去证明，对任意正整数 n，  
nn

n
nn

n
rrnn

r
nnnnnnn bCabCbaCbaCbaCaCba +++++++=+ −

−
−−− 1

1
22

2
1

10 ............)( .  

 
假设  ，其中   皆
为实数，  

01
1

1 ......)( axaxaxaxabx k
k

n
n

n
n

n ++++++=+ −
− nn aaaa ,...,,, 110 −

因为方程   有  n  个重根  x=−b，  0)( =+ nbx

方程  有 n  个根   并

且  .  

0...... 01
1

1 =++++++ −
− axaxaxaxa k

k
n

n
n

n nn xxxx ,...,,, 121 −

bxxxx nn −===== −121 ...

 
利用实系数多项式方程的根与其系数的关系，可得出  

n

n
n a

axxx 1
21 ...... −−=+++

,  

n

n
nn a

axxxxxx 2
13121 ...... −
− =+++
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n

n
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12421321 ...... −
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,  
… … … 

n

knk
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… … … 

n

n
n a
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21 )1(... −=

.  
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在上面第 k条等式中，左方每一项都是 k个 x i相乘。  

因为 bxxxx nn −===== −121 ... ，  

∴   
n

knkn
k

k

a
aCb −−=− )1()( .  

因为  an  是二项式  (x+b)n展开后 xn  的系数，可知  an=1，  

∴     ( k =1, 2, ……, n).  kn
kkn bCa =−

换句话说， ,  ,  ……, , ……,  n
n Ca 01== bCa n

n 11 =−
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以  x=a 代入，可得出  
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这是空白页  
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